PRZYKLAD INSTRUKCJI, RAPORTU I RAPORTU SKROCONEGO
A. Majhofer i R. Nowak z modyfikacjami A. Drabinskiej

Cwiczenie nr XXX

MODUL YOUNGA STALI NARZEDZIOWEJ

Celem ¢wiczenia jest sprawdzenie prawa Hooke’a, w tym wypadku proporcjonalno$ci miedzy
ugieciem a masa, potegowej zaleznosci wspdlczynnika proporcjonalnosci od dlugosci preta
1 wyznaczenie oceny modutu Younga preta w postaci brzeszczotu pitki do metalu.

WSTEP

Ciato poddane dziataniu sily ulega deformacji, ktora oznacza zmiany jego rozmiarow
zarOwno w kierunku dziatania sily, jak 1 w kierunku do niej prostopadlym. Jesli deformacja jest
odwracalna i proporcjonalna do przytozonej sity, to relacje miedzy tymi wielko$ciami nazywana jest
prawem Hooke’a. Dla ciat jednorodnych i izotropowych deformacje t¢ mozna opisaé za pomoca
jedynie dwoch wspotczynnikéw proporcjonalnosci: modutu Younga E o wymiarze ci$nienia
1 bezwymiarowego wspodlczynnika v, zwanego wspodtczynnikiem Poissona. Nalezy pamigtac, ze nie
wszystkie ciata o statej konsystencji stosuja si¢ do prawa Hooke’a. Dobrym przyktadem takiego ciata,
znanym z codziennej praktyki, jest glina.

Prawo Hooke’a, w swej najprostszej postaci, orzeka, ze zmiana AL dlugo$ci w kierunku
dzialania sity F jest proporcjonalna do dziatajacej na ciato sity:
1FL
M=%
gdzie L jest dlugoscig niezdeformowanego ciata, natomiast S to pole przekroju poprzecznego,
na ktore dziata sita. Przy zmianie dlugosci ciata nastepuje jednoczesnie zmiana AD jego wymiarow
poprzecznych wzgledem kierunku dziatania sity, przy czym wg prawa Hooke’a mamy:

D= vFD_ AL
~TEs

gdzie D jest pierwotng szerokos$cig ciata. Oczywiscie prawo Hooke’a, jesli w ogdle obowigzuje,
to obowigzuje jedynie w ograniczonym zakresie wartosci sity, réznym dla réznych ciat, a poza tym
zakresem prowadzi do trwalej deformacji lub nawet zniszczenia.

Rozwazmy zorientowany poziomo pret zamocowany sztywno jednym koncem do $ciany.
Na drugi jego koniec dziata sita F prostopadta do jego osi. Sita ta powoduje wygiecie preta, jak
schematycznie ilustruje to Rysunek 1. Intuicja fizyczna podpowiada nam, ze warstwy preta lezace
powyzej jego warstwy $rodkowej beda rozciagniete, podczas gdy warstwy ponizej bede $ciskane.
Jesli sifa nie jest nadmierna 1 nie wychodzimy poza zakres stosowalnosci prawa Hooke’a, w opisie
ugiecia fpreta musi pojawic si¢ modut Younga.

J_h

T warstwy $ciskane

warstwa neutralna .
warstwy rozciggane

Rysunek 1. Rola modutu Younga w zagadnieniu zginaniu preta
Doktadniejsze rozwazenie problemu ugigcia f preta wmurowanego poziomo w $ciang, ktorego
drugi koniec obcigzono masg m, prowadzi do nastg¢pujacego wyrazenia [1]
_4L%g
I = Eaz™
gdzie h jest grubo$cig preta, jak na Rysunku 1, natomiast d jego szerokoscia, L dlugoscia
nieodksztatconego preta, natomiast g przyspieszeniem ziemskim.
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POMIARY

Masz do dyspozycji:

dwa brzeszczoty pity do metalu;

imadlo;

komplet cigzarkow, ktdre mozna zawiesza¢ na metalowym haczyku;
srube mikrometryczng o najmniejszej podziatce 0,01 mm;

wage laboratoryjng o najmniejszej podziatce 0,01 g,

tasme miernicza o najmniejszej podziatce 1 mm.

Wykonanie pomiarow

a)
b)

c)

d)
e)

Zamocuj poziomo w imadle oba brzeszczoty.

Zwaz pierwszy ciezarek, zawie$ go na dolnym brzeszczocie i zmierz miarkg odleglo$¢ migdzy
koncem tego brzeszczotu a brzeszczotem gornym.

Powtdrz pomiary, zawieszajac na haczyku kolejne dodatkowe ci¢zarki, kazdorazowo wazac
catkowita mase¢ uktadu ciezarkdéw; doktadaj cigzarki z umiarem, aby nie doprowadzi¢ do trwatej
deformacji brzeszczotu — sprawdzaj, za kazdym razem, czy brzeszczot powraca pozycji
poczatkowe;j.

Zmien dlugo$¢ brzeszczotow w imadle 1 powtorz pomiary z punktéw b) i c).

Wykonaj analogiczne pomiary dla kilku dtugosci brzeszczotu.

Podczas wykonywania pomiaréw pamigtaj o szczegdtowej dokumentacji, tj. o notowaniu wszystkich
informacji mogacych mie¢ znaczenie podczas analizowania uzyskanych wynikow.

RAPORT KONCOWY
Przygotuj raport koncowy zgodnie z ogélnymi zasadami. W szczegdlnos$ci, raport powinien

zawierac:

)

w kilkuzdaniowym streszczeniu: bardzo zwartg prezentacje zagadnienia bedacego przedmiotem
doswiadczenia i najwazniejszych jego wynikdw, to znaczy: wnioski odno$nie do stusznosci
prawa Hooke’a, sze$ciennej zaleznosci wspolczynnika sprezystosci od dlugosci brzeszczotu

1 oceng¢ modutu Younga wraz z jej niepewnoscia;

2) we wstepie: sformutowanie zadania wraz z kluczowymi elementami teoretycznymi;

3) w czesci odnoszacej si¢ do pracy eksperymentalnej: informacje o uzywanych przyrzadach i ich
doktadnosciach, opis metod pomiaru i ich przebiegu oraz surowe wyniki pomiarow — zapisane
wraz z nieistotnymi zerami ukazujacymi doktadnosc¢;

4) w czesci odnoszacej si¢ do analizy danych:

a) sprawdzenie stuszno$ci prawa Hooke’a;
b) sprawdzenie modelowej zalezno$ci wspdtczynnika sprezystosci od dtugosci brzeszezotu:
¢) wyznaczenie oceny modutu Younga;

5) w dyskusji i wnioskach koncowych: konkluzje odnosnie do sprawdzenia stusznosci prawa
Hooke’a 1 relacji migdzy wspotczynnikiem sprezystosci a dlugoscig brzeszczotu i komentarz
na temat zgodnosci uzyskanej oceny modutu Younga z danymi literaturowymi; tu mozna takze
przedstawi¢ wlasne refleksje na temat problemu;

6) w spisie literatury: poprawnie zredagowane, wykorzystane w raporcie zrodia.

Literatura

[1] Sz. Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna, czes¢ I, Mechanika i akustyka, PWN, Warszawa,

1972, s. 407.
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Cwiczenie nr XXX
MODUL YOUNGA STALI N ARZEDZIOWEJ
A.R. Hoferwak

STRESZCZENIE
W pracy badano wilasnos¢ sprezystos¢ stali w formie brzeszczotu pitki do metalu. Brzeszczot
zamocowany jednym koncem w imadle poddano dziataniu sil przylozonych do drugiego konca. Pomiary
wykonano przy réoznych dlugosciach brzeszczotu. Stwierdzono zgodno$¢ zaleznos$ci ugiecia od sily nie tylko
z prawem Hooke’a ale takze z cytowang w literaturze modelowa zaleznoscig wspodtczynnika sprezystosci
od trzeciej potegi dlugosci brzeszczotu. Wyznaczono modut Younga E = (188 + 11) GPa stali
narzgdziowe;.

WPROWADZENIE
Niech materiat, z ktérego wykonano pret spelnia prawo Hooke’a. Gdy jeden koniec takiego
preta o dlugosci L i przekroju prostokatnym o bokach d oraz & zostanie zamocowany, a do drugiego
przytozymy site F' rownolegta do boku o dtugosci /4 i prostopadta do osi preta, to koniec preta odchyli
si¢ od potozenia rownowagi o

413 F

I=Eas "
gdzie E jest modutem Younga materiatu preta [1]. Jesli pret ten zorientujemy poziomo, a na drugim
koncu zawiesimy ci¢zarek o masie m, to wyrazenie na ugigcie mozemy zapisac jako:

_ 4l3g

f=29m, (1)
gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Jak wida¢, zalezno§¢ migdzy masa m a ugigciem 1 jest
proporcjonalna, a wspotczynnik proporcjonalnosci

413
ke = Edhi (2)

jest proporcjonalny do trzeciej potegi dtugosci L preta. Obie te wlasno$ci zostaty sprawdzone metoda
niewielu prostych pomiardw i poniewaz uzyskano zgodnos$¢ z danymi, oceniono takze modut Younga
materiatu preta.

UKELAD DOSWIADCZALNY I POMIARY
Pomiary wykonano w ukladzie przedstawionym na Rysunku 1.

C

Rysunek 1. Schemat uktadu pomiarowego

Dwa brzeszczoty pity do metalu ztozono razem i zamocowano w imadle, ktore pozwolito
zorientowac¢ pltaszczyzny obu brzeszczotoOw poziomo, jedng nad druga. Na dolnym brzeszczocie
zawieszano na haczyku ci¢zarki, uprzednio wazac kazdorazowo calo$¢ obcigzenia na wadze WLC 1
o najmniejszej dziatce odczytu 0,01 g. Ugigcie brzeszczotu mierzono od gornego brzeszczotu, dzigki
czemu unikni¢to ewentualnego wplywu na wynik pomiaru odksztalcenia brzeszczotu

1
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spowodowanego jego wlasnym ci¢zarem, cho¢ akurat ten element nie jest tak istotny, gdyz jest tatwy
do uwzglednienia w analizie. Pomiar ugigcia f, dhugo$¢ L brzeszczotu oraz jego szerokos¢ d
wykonano ta§mg mierniczg o najmniejszej dziatce odczytu 1 mm, grubos$¢ s za§ zmierzono Srubg
mikrometryczng o najmniejszej dziatce odczytu 0,01 mm.

WYNIKI POMIAROW I ICH NIEPEWNOSCI

Wykorzystany w do$wiadczeniu brzeszczot miat szeroko$¢ d = 12,5 mm, przy czym
niepewno$¢ tej oceny wynosila us = 0,58 mm. Niepewnos¢ tg, jak i niepewnosci wszystkich innych
wielkosci mierzonych bezposrednio i jednokrotnie, wyznaczono z dopuszczalnego, maksymalnego
btedu A pomiaru, ktory, z jednym wyjatkiem wskazanym nizej, przyjeto rOwnym najmniejszej
dziatce odczytu urzadzenia, a samg niepewnos$¢ obliczono ze wzoru:

A
u Neh

Przy pomiarach masy m uzyskiwano powtarzalno$¢ wskazan, dlatego uznano, ze efekty statystyczne
sa zaniedbywalne, a dopuszczalny, maksymalny blad pomiaru przyjeto réwnym najmniejszej
dzialce, tj. 0,01 g, co dato niepewno$¢ standardowa u, = 0,0058 g pomiaru masy. Niepewno$¢
ur=0,58 mm w pomiarze ugi¢cia wynikta z najmniejszej dziatki miarki, czyli 1 mm. Z uwagi
na zaokraglone konce brzeszczotu przyjeto, ze dopuszczalny, maksymalny btad pomiaru jego
dlugosci L nie jest rowny najmniejszej dzialce taSmy mierniczej, tj. 1 mm, lecz wynosi 2 mm,
co dato standardowa niepewno$¢ u; = 1,2 mm. Pomiar gruboSci 4 brzeszczotu $ruba
mikrometryczng wykonano pi¢ciokrotnie, otrzymujgc wartosci: 41 = 0,62 mm, 42 = 0,61 mm,
h3 = 0,62 mm, A4 = 0,63 mm oraz 45 = 0,62 mm, co daje $rednig h =0,62mm i niepewnos¢

n
1 Y
r= | —— (h—h)’+=%
Ur n(n—l)zl:(l )+3
i=

gdzie pierwszy sktadnik, z sumg, to kwadrat statystycznej niepewnosci $redniej arytmetyczne;.
Samg niepewnos¢ sredniej otrzymano réwng 0,0032 mm, a warto$¢ dopuszczalnego, maksymalnego
btedu A; pomiaru przyjeto roéwng 0,01 mm, tj. rdwna najmniejszej dziatce sruby mikrometryczne;j.
Nalezy zaznaczy¢, ze mimo cytowanych tu zaokraglonych, zgodnie z konwencja, wartosci
niepewnosci, w obliczeniach wykorzystywano petng doktadno$¢ stosownych wielkosci.

Gléwnym zadaniem czg$ci eksperymentalnej byta seria pomiarow odchylenia £ dla r6znych
obcigzen masg m dla sze$ciu dtugosci L brzeszczotu. Uzyskane wyniki przedstawia Tabela 1, a jej
zawarto$¢ Rysunek 2.

ANALIZA DANYCH

Model (1) ze wspotczynnikiem sprezystosci k w postaci (2), wskazujacy na proporcjonalnosé
migdzy ugigciem f'a masg m, zostal poszerzony i1 do opisu tej zaleznosci wybrano posta¢ z wyrazem
wolnym

f=Km+b. 3)
W ten sposob uzyskano dodatkowy stopien kontroli pomiardw, jako Ze pomiary ugi¢cia wykonywano
wzgledem goérnego, nieugietego brzeszczotu, a wigc ocena parametru b powinna by¢ zgodna z zerem.
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Tabela 1. Wyniki pomiaréw ugigcia brzeszczotu

Dhugos¢ L brzeszczotu [mm]

91 114 148 183 215 234

Warto$ci masy m 1 ugigcia f dla wskazanej dtugosci L brzeszczotu

masa m|ugiecie [masa m|ugiecie |masa m|ugigcie |masa m|ugi¢cie | masa |ugiecie [ masa jugiecie
[g] |fImm]| [g] |f(mm]| ([g] |flmm]| [g] |/[mm]|m[g]|f[mm]|m [g] |/ [mm]
113,11 7,0 41,45 5,0 22,06 | 4,0 22,06 | 10,0 [22,06| 15,5 [22,06| 20,0

158,69 9,0 61,07 7,0 31,98 | 8,0 27,07 | 12,5 (24,05 16,5 [24,05| 22,0

204,00 12,0 | 80,59 | 9,0 41,67 | 11,0 | 32,00| 14,0 |27,07| 18,5 |27,07| 25,0

253,92| 14,0 [100,19| 11,5 | 51,62| 13,0 | 37,00| 16,5 |29,07| 20,5 |29,07| 26,0

304,04 17,5 |119,63| 12,5 | 61,17 | 14,5 | 42,57 | 19,0 ([31,99| 22,5 (32,00| 29,0

353,21| 19,0 |[140,45| 14,0 | 71,12 | 18,0 | 47,00 | 21,0 |34,01| 26,0 |34,00| 31,0

403,14| 22,5 116097 17,0 | 80,81 | 19,0 | 52,51 | 23,0 |41,93| 29,0 [39,02| 34,5

— — 175,99 18,5 | 91,37 | 21,0 | 57,51 | 25,0 |46,00| 33,0 |41,93| 37,0

— — 206,78 | 21,5 |1100,25| 22,5 | 63,38 | 27,0 |52,51| 36,0 |[46,93|43,0
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Rysunek 2. Wyniki pomiaréw ugiecia dla roznych dtugosci brzeszczotu
wraz z dopasowaniem zaleznosci (3).

Dla kazdej z dlugos$ci L brzeszczotu metoda najmniejszych kwadratéw wyznaczono oceny
parametréw K oraz b, przyjmujac wszystkie identyczne niepewnosci uy, poniewaz wszystkie ugiecia
mierzone byly ta samg techniky. Rezultat tego dopasowania przedstawia Tabela 2 i proste
na Rysunku 2.
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Tabela 2. Wyniki dopasowania zalezno$ci f= Km + b

L K b b-0 liczba | warto§¢ | iy = Ky,
[mm] [mm/g] [mm] Uup X st swobody| p [mm]
91 10,0530 +0,0022| 0,88 + 0,61 | 1,44 | 0,44 5 0,99 0,00013
114 10,0986 + 0,0037| 0,98 + 0,49| 2,00 | 3,75 7 0,81 0,00057
148 10,2276 + 0,0076| 0,59 + 0,50| 1,18 | 19,12 7 0,0078 0,00131
185 | 0,416 £ 0,015 | 1,06 + 0,64| 1,66 | 1,87 7 0,97 0,00240
215 | 0,697 + 0,020 | 0,27 + 0,70| 0,39 | 18,79 7 0,0089 0,00402
234 | 0,887 £ 0,024 | 0,54 + 0,82| 0,66 | 6,26 7 0,51 0,00512

W celu oceny poprawnos$ci wyboru zmiennej niezaleznej metoda przeniesienia (propagacji)
obliczono przyczynek do niepewnosci ugigcia @iy wynikajacy z niepewnosci pomiaru masy um
pomiaru masy. W Tabeli 2 mozna zobaczy¢, ze niepewnos$¢ @iy < ug, wigc mozna uzna¢, iz masa
cigzarkow jest znana doktadnie, 1 mozna ja wybra¢ jako zmienng niezalezng, a przyj¢ta wersja
dopasowanej zaleznos$ci modelowej (3) jest zasadna.

Mozna tez uznaé, ze dla kazdej dlugo$ci brzeszczotu wartosci y? sg akceptowalne, gdyz
odpowiadajace im wartosci p (prawdopodobienstwa btedu pierwszego rodzaju) sg wigksze od 0,003,
ktéra przyjmuje si¢ za akceptowalng np. dla testu 3o 1 ktory jesteSmy gotowi przyjac jako kryterium.

W koncu nalezy zauwazy¢, ze wszystkie oceny wspotczynnika b sg zgodne z zerem w ramach
co najwyzej dwoch niepewnosci standardowych. Oznacza to, ze w zaleznosci (3) mozna porzuci¢
wyraz wolny i ponownie przeprowadzi¢ dopasowanie, tym razem zalezno$ci z jednym tylko
parametrem:

f = km, 4
a wigc bardziej restrykcyjnej, pozostawiajacej mniej swobody na ukrycie btedow pomiarowych, tym
samym dostarczajacej silniejszego testu stusznosci prawa Hooke’a. Wynik tego dopasowania
przedstawia Tabela 3.
Tabela 3. Wyniki dopasowania zaleznosci = km

L [mm] k [mm/g] | uy [mm/g] x° st ll\;i];i dy 7 wartost p
91 0,05599 0,00080 5,02 6 0,84 0,54
114 0,1054 0,0015 7,81 8 0,98 0,48
148 0,2359 0,0029 20,50 8 2,56 0,0086
185 0,4386 0,0043 4,56 8 0,57 0,80
215 0,7040 0,0054 18,94 8 2,37 0,015
234 0,9024 0,0057 6,68 8 0,84 0,57

Poniewaz zmiany ocen wspotczynnikow nachylenia sg na poziomie kilku procent, wigc
i niepewnosci il ugiecia indukowane niepewnos$ciami masy pozostajg istotnie mniejsze niz
niepewno$ci pomiarowe tegoz ugigcia, dlatego tez i tym razem mozna stwierdzié, post factum,
stosowno$¢ wybranej zmiennej niezaleznej. Wartoéci y? pozostaja akceptowalne — wszystkie
otrzymane warto$ci p sa wigksze od 0,003, ktora przyjmuje si¢ za akceptowalng warto$¢
prawdopodobienstwa bledu pierwszego rodzaju np. dla testu 30. Zauwazmy jednak bardzo znaczace
zmniejszenie niepewnosci ocen parametru k, co jest konsekwencja bardziej restrykcyjnego modelu.

4
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Zwiazek (2) wyznacza sze$cienng zalezno$¢ migdzy wspodtczynnikiem proporcjonalnosci &

w prawie Hooke’a a dtugoscia L brzeszczotu. Aby zweryfikowac te zalezno$¢, stosujac odpowiednia
zamian¢ zmiennych, zostata ona sprowadzona do zaleznosci liniowe;j

Ink=AInL + B, (%)

gdzie A =3 oraz B = In (E2i3).

Stuszno§¢ wyboru zmiennej niezaleznej weryfikujemy poréwnujac niepewnosci Ink
wynikajace z dopasowania zaleznos$ci (4) uj,, z niepewnos$ciami wynikajagcymi z przeniesienia
niepewnos$ci pomiaru dtugosci brzeszczotu @, , = 3y, przy zatozeniu zgodnosci prawa Hooke’a
tzn. przyjmujac A = 3. Obliczone wartosci logarytméw wraz z ich niepewno$ciami dla kazdej
z dhugosci brzeszczotu zamieszczono w Tabeli 4.

Tabela 4. Zamiana zmiennych z zaleznos$ci (2) na (4)

uy U
L [mm] InL UL = T Ink Ung = % |tk = 3wy
91 4,511 0,013 -2,883 0,014 0,040
114 4,736 0,011 -2,250 0,014 0,032
148 4,9972 0,0081 -1,444 0,012 0,024
185 5,2204 0,0065 -0,8242 0,0098 0,019
215 5,3706 0,0056 -0,3510 0,0077 0,017
234 5,4553 0,0051 -0,1027 0,0063 0,015

Poniewaz dla wszystkich dtugo$ci @, > wj x, Wiec zmienng niezalezng powinna by¢ In k,
a dopasowywang zaleznoscig

InL = Clnk +D, (6)

. 1 1 Edh3
gdzie C = 5 oraz D= gln (?).

5,6 -
54 4

5,2

In(L)

4,8 -

4,6

4,4 v T d T " T T T ' T T 1
-3,0 -2,5 -2,0 -15 -1,0 -0,5 0,0

In(k)
Rysunek 3. Relacja miedzy wspolczynnikiem sprezystosci 1 dlugos$cig brzeszczotu
wraz z dopasowang zaleznos$cig (6).
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Stuszno$¢ modelowej zaleznos¢ (2) sprawdzamy, weryfikujac linowy charakter zaleznosci (6)
1 zgodnos$¢ uzyskanej oceny parametru C z warto$cig 1/3. Weryfikacje t¢ przeprowadzamy prowadzac
dopasowanie metoda najmniejszych kwadratow. Wyniki dopasowania przedstawiono na Rysunku 3,
a uzyskane warto$ci oceny parametréw dopasowania wynoszg:
C =0,3379 40,0035,
D =5,4912 £+ 0,0036.
Warto$¢ y? dopasowania wynosi y? = 2,77 , co odpowiada wartosci zredukowanej réwnej
#?% = 0,69 oraz wartosci p = 0,597. Poniewaz $2 < 1 oraz warto$¢ p jest duzo wicksza niz zwykle
przyjmowane dopuszczalne warto$ci btedu pierwszego rodzaju, nie ma podstaw aby uznaé,
ze dopasowany model nie jest zgodny z danymi.
Wykorzystanie wartosci g = 981,23 cm/s?, uznanej za warto$¢ bezbtedna, przyspieszenia
ziemskiego w Warszawie [2] pozwala, ze znajomosci oceny parametru D, wyznaczy¢ oceng

E =2 exp(3D) = (188 + 11) GPa

modulu Younga materiatu, z ktorego wykonano brzeszczot.

DYSKUSJA WYNIKOW I WNIOSKI

Pomiary ugiecia brzeszczotu prowadzono poczynajac od jego najwigkszej dlugosci, stopniowo
skracajac ja w kazdym kroku. Po kazdym pomiarze ugi¢cia sprawdzano, czy po zdjeciu obcigzenia
brzeszczot wraca do pozycji poczatkowej i za kazdym razem potwierdzano takie zachowanie. Oceny
parametru b we wzorze (3) nie wykazuja zadnej systematycznej zmiany wskazujacej na deformacje
brzeszczotu, a warto$ci minimalnej, wazonej sumy kwadratow reszt pozwalaja na podsumowaniem
tej czeSci analizy stwierdzeniem o braku sprzeczno$ci prawa Hooke’a z danymi uzyskanymi
Z pomiarow ugie¢ brzeszczotu.

Niewysoka warto$¢ y? w dopasowaniu zalezno$ci miedzy logarytmami dtugosci brzeszczotu
1 wspotczynnika sprezystosci jednoznacznie wskazuje na potggowa zalezno$¢ migdzy tym
wspotczynnikiem a dtugo$cia, natomiast zgodno$¢ oceny parametru C z wartoscig 1/3 na poziomie
ponizej pottorej niepewnosci standardowej, potwierdza modelowa, szescienng zalezno$¢ k = cL?,
ze stalg warto$cig ¢. Wyznaczona w tym podejsciu ocena E = (188 + 11) GPa modutu Younga
zgadza si¢, w ramach jednej do dwodch niepewnosci standardowych, ze znang wartoscig [3],
wynoszacg od 200 GPa do 210 GPa dla stali po obrobce termomechaniczne;.

Najwiecej trudnosci w eksperymencie sprawial pomiar ugiecia brzeszczotu. Wykonywany byt
»Z reki” 1 wymagal wiele uwagi i cierpliwosci, aby jednocze$nie przyktadajac miarke do obu
brzeszczotow nie zaburzy¢ ich wzajemnej odlegtosci. Szczegdlnie dobitnie wida¢ to dla danych
uzyskanych przy dhlugosci brzeszczotu L = 148 cm (w pomiarach przy L = 215 cm jest faktycznie
jeden punkt, ktory wiedzie do duzej sumy kwadratow reszt). Mozna sadzi¢, ze wszelki nastgpny
identyczny eksperyment winien uprzednio skoncentrowac si¢ na ulepszeniu tej czgsci pomiarow.

LITERATURA
[1] Sz. Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna, czes¢ I, Mechanika i akustyka, PWN, Warszawa,
1972, s. 407.
[2] H. Szydtowski, Pracownia fizyczna, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, 1994, s. 529.
[3] Encyklopedia fizyki, tom II, tabele na stronach: 297, 402 1 764, PWN, Warszawa, 1974.
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MODUL YOUNGA STALI NARZEDZIOWEJ
A.R. Hoferwak

ANALIZA DANYCH

A. Sprawdzenie slusznos$ci prawa Hooke’a

Tabela 1. Wyniki pomiarow ugigcia brzeszczotu

Dhugo$¢ L brzeszczotu [mm]

N
o
1

91 114 148 183 215 234
Warto$ci masy m 1 ugigcia f dla wskazanej dtugosci L brzeszczotu

masa m|ugiecie |masa m|ugigcie [masa m|ugiecie |masa m|ugiecie | masa | ugi¢cie | masa (ugiecie

[g] |fImm]| [g] |f[mm]| [g] |f[mm]| [g] |f[mm]|m [g]|f[mm]|m [g] |/ [mm]
113,11 7,0 41,45 5,0 22,06 | 4,0 22,06 | 10,0 [22,06| 15,5 |22,06| 20,0
158,69 9,0 61,07 | 7,0 31,98 | 8,0 27,07 | 12,5 |[24,05| 16,5 |24,05| 22,0
204,000 12,0 | 80,59 | 9,0 41,67 | 11,0 | 32,00| 14,0 |27,07| 18,5 |27,07| 25,0
253,92| 14,0 [100,19| 11,5 | 51,62 13,0 | 37,00| 16,5 |29,07| 20,5 [29,07| 26,0
304,04 17,5 [119,63| 12,5 | 61,17 | 14,5 | 42,57 | 19,0 |31,99| 22,5 |32,00| 29,0
353,21| 19,0 |140,45| 14,0 | 71,12 | 18,0 | 47,00 | 21,0 |34,01| 26,0 [34,00| 31,0
403,14| 22,5 [160,97| 17,0 | 80,81 | 19,0 | 52,51 | 23,0 [41,93| 29,0 |39,02| 34,5

— — 175,99 18,5 | 91,37 | 21,0 | 57,51 | 25,0 |46,00| 33,0 |41,93| 37,0

— — 206,78| 21,5 [100,25| 22,5 | 63,38 | 27,0 [52,51| 36,0 |46,93| 43,0
e Przyjete niepewnos$ci pomiarowe:

u, = 0,0058 g, Up = 0,58 mm, u, = 1,2 mm.
e Dopasowywana zalezno$¢ modelowa:
f=Km+b. (1)
50+
40
ESO' L =183 mm
2 / _ L=148mm

104 ¢

0

0

T

T
50 100

T
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T T
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T
300

T 1
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Rysunek 1. Wyniki pomiarow ugiecia dla roznych dlugosci brzeszczotu
wraz z dopasowaniem zaleznos$ci (1)

1
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Tabela 2. Wyniki dopasowania zaleznosci (1)

L K b b-0 liczba | warto§¢ | iy = Ky,
[mm] [mm/g] [mm] Uup X st swobody| p [mm]
91 10,0530 +0,0022| 0,88 + 0,61 | 1,44 | 0,44 5 0,99 0,00013
114 10,0986 + 0,0037| 0,98 + 0,49| 2,00 | 3,75 7 0,81 0,00057
148 10,2276 + 0,0076| 0,59 + 0,50| 1,18 | 19,12 7 0,0078 0,00131
185 | 0,416 £ 0,015 | 1,06 + 0,64| 1,66 | 1,87 7 0,97 0,00240
215 | 0,697 + 0,020 | 0,27 + 0,70| 0,39 | 18,79 7 0,0089 0,00402
234 | 0,887 £ 0,024 | 0,54 + 0,82| 0,66 | 6,26 7 0,51 0,00512

e Dla wszystkich dtugosci brzeszczotu iy < ur, wigc wybor masy jako zmiennej niezaleznej byt

zasadny.
Dla kazdej dtugoéci brzeszczotu wartosci y? sa akceptowalne, gdyz odpowiadajace im wartoéci p
(prawdopodobienstwa btgedu pierwszego rodzaju) sa wigksze od 0,003, ktora przyjmuje si¢
za akceptowalng np. dla testu 30.
Wszystkie oceny wspotczynnika b sg zgodne z zerem w ramach co najwyzej dwoch niepewnosci
standardowych, stad kolejne dopasowanie zalezno$ci postaci
f =km.
Tabela 3. Wyniki dopasowania zaleznosci (2)

2)

L[mm] | k[mm/g] | u, [mm/g] x? st llvcvf)];i dy x wartoscp
91 0,05599 0,00080 5,02 6 0,84 0,54
114 0,1054 0,0015 7,81 8 0,98 0,48
148 0,2359 0,0029 20,50 8 2,56 0,0086
185 0,4386 0,0043 4,56 8 0,57 0,80
215 0,7040 0,0054 18,94 8 2,37 0,015
234 0,9024 0,0057 6,68 8 0,84 0,57

Zmiany ocen wspoétczynnikéw nachylenia sg na poziomie kilku procent, wigc 1 niepewnosci iy
ugigcia indukowane niepewno$ciami masy pozostaja istotnie mniejsze niz niepewnosci
pomiarowe ugiecia, co dowodzi poprawnosci wyboru zmiennej niezalezne;.

Warto$ci y2 pozostajg akceptowalne, tzn. wszystkie otrzymane warto$ci p s3 tak jak poprzednio
wieksze od 0,003.

B. Sprawdzenie modelowej zalezno$ci wspolczynnika sprezystosci od dlugosci brzeszczotu

e Sprowadzenie zalezno$ci

_ 4l3g
=3 A3)
do zaleznosci liniowe;:
Ink =AlnL + B, 4

gdzie A =3 oraz B =1In (52313)
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Tabela 4. Zamiana zmiennych z zaleznosci (3) na (4)

uy, _ Uk
L [mm] InL Uy = T Ink Unk = T |tink = 3y
91 4,511 0,013 -2,883 0,014 0,040
114 4,736 0,011 -2,250 0,014 0,032
148 4,9972 0,0081 -1,444 0,012 0,024
185 5,2204 0,0065 -0,8242 0,0098 0,019
215 5,3706 0,0056 -0,3510 0,0077 0,017
234 5,4553 0,0051 -0,1027 0,0063 0,015

o T,k > Upk, WiEC zmienng niezalezng powinna by¢ In k, a dopasowywang zaleznoscia
InL =Clnk +D, )

Edh3)

. 1 1
gdzie C = ; oraz D —Eln( 0

5,6
5,4 1

5,2 1

In(L)

4,8 1

4,6

4.4 T T T T T T T T T T T 1
-3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0

In(k)

Rysunek 2. Zaleznos¢ In L (In k) oraz dopasowanie zaleznosci (5)

e Wynik dopasowania zaleznosci (5):
¢ =0,3379 £ 0,0035
D =5,4912 4+ 0,0036
¥ =277
7% =10,69
warto$¢ p = 0,597.
e 7?2 « 1 oraz warto$¢ p jest duzo wieksza niz zwykle przyjmowane dopuszczalne wartoéci btedu
pierwszego rodzaju, wiec nie ma podstaw aby uzna¢, ze dopasowany model nie jest zgodny
z danymi.
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C. Wyznaczenie oceny modulu Younga

Tabela 5. Wyniki pomiaru grubos$ci 4 oraz szeroko$ci d brzeszczotu oraz wyznaczona §rednia
warto$¢ grubo$ci h wraz z jej niepewnoscia uy, doktadnos¢ pomiaru 4 przyjeto A, = 0,01 mm.

— —\2
 [mm] h Sp = \/ﬁ n(hi—h) up = ’s% + gA% d ug
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm]
0,62
0,61
0,62 0,620 0,0032 0,007 12,5 0,58
0,63
0,62

Warto$¢ przyjetego przyspieszenia ziemskiego w Warszawie [1]:
g=981,23 cm/s?
Obliczona warto$¢ modutu Younga:

E= %exp(SD) = (188 + 11) GPa.

DYSKUSJA WYNIKOW I WNIOSKI

Oceny parametru b we wzorze (1) nie wykazuja zadnej systematycznej zmiany wskazujacej
na deformacje brzeszczotu, a wartosci y? pozwalaja na wnioskowanie o braku sprzecznosci prawa
Hooke’a z danymi uzyskanymi z pomiardéw ugie¢ brzeszczotu.

Niewysoka warto$¢ y? w dopasowaniu zaleznoéci (5) jednoznacznie wskazuje na potegowa
zalezno$¢ migdzy tym wspotczynnikiem a dtugoscig, natomiast zgodnos$¢ oceny parametru C
z wartoscig 1/3 na poziomie ponizej pottorej niepewnosci standardowej, potwierdza modelowa,
sze$cienng zalezno$¢ k = cL’, ze staly warto$cig c. Wyznaczona w tym podejéciu ocena
E = (188 + 11) GPa modutu Younga zgadza si¢, w ramach jednej do dwdch niepewnosci
standardowych, ze znang wartoscig [2], wynoszacg od 200 GPa do 210 GPa dla stali po obrobce
termomechanicznej.

Najwigcej trudnos$ci w eksperymencie sprawial pomiar ugigcia brzeszczotu. Wykonywany byt
,»Z reki” 1 wymagat wiele uwagi 1 cierpliwos$ci, aby jednocze$nie przyktadajac miarke do obu
brzeszczotow nie zaburzy¢ ich wzajemnej odlegtosci. Szczegdlnie dobitnie widaé to dla danych
uzyskanych przy dlugosci brzeszczotu L = 148 cm (w pomiarach przy L =215 cm jest faktycznie
jeden punkt, ktory wiedzie do duzej sumy kwadratéw reszt). Mozna sadzi¢, ze wszelki nastgpny
identyczny eksperyment winien uprzednio skoncentrowac si¢ na ulepszeniu tej czgsci pomiarow.
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