ZADANIE O5

ABSORPCJA SWIATEA W MATERII
PRAWO BOUGUERA-LAMBERTA-BEERA

Cel ¢wiczenia

W ¢éwiczeniu nalezy zweryfikowaé stuszno$¢ prawa Bouguera-Lamberta-Beera
i W przypadku powodzenia, wykorzysta¢ wyznaczong tym prawem relacj¢ miedzy absorpcja
a gruboscig warstwy materii (barwionego szkta) w celu uzyskania oceny grubosci jednego z filtrow,
jak réwniez niepewnos$¢ tej oceny. Nalezy rowniez zweryfikowac zaleznos¢ absorpcji od
koncentracji (stgzenia) centrow absorbujacych. W ¢wiczeniu wyznacza si¢ warto§¢ wspotczynnika
odbicia oraz wspotczynnika absorpcji fotonu, a takze warto$¢ sredniej drogi swobodnej na
absorpcje. Nalezy rowniez wyznaczy¢ niepewnosci tych wielkosci.

Masz do dyspozycji

e zrodto $wiatla — laser;

e detektor $wiatta — fotodiodg;

e woltomierz wraz z notatka specyfikujaca jego dopuszczalny blad graniczny pomiaru przy
réznych zakresach;

o komplet plytek szklanych (filtréw) o réznych i1 znanych grubo$ciach zawierajacych substancje
absorbujaca $wiatlo;

e kuwete w uchwycie, wode destylowana, roztwdr CuSOgs 0 znanym stgzeniu molowym,
strzykawki 1 suwmiarke.

Wykonanie ¢wiczenia
e Zbuduj uktad optyczny sktadajacy si¢ z lasera i detektora Swiatla tak, jak to schematycznie
przedstawia Rysunek 1.
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Rys. 1. Uktad pomiarowy

e Umieszczaj w uktadzie poszczegolne filtry i mierz napiecie U(L) odpowiadajgce natezeniu
Swiatta przechodzacego przez filtry o réznych grubosciach L. Grubosci roznych zestawow
filtrow podaje Tabela 1. Przed lub po wykonaniu pomiaru nat¢zenia $wiatta przechodzacego
przez uklad filtrow, zmierz takze napiecie bez filtrow w uktadzie, a wigc odpowiadajace
natezeniu §wiatta emitowanego przez laser. Jesli uzywany woltomierz nie ma trybu
automatycznego doboru zakresu, przy kazdym pomiarze napigcia dobieraj taki zakres
pomiarowy miernika, aby pomiar byty mozliwie najbardziej doktadny. Odnotuj wybrane
zakresy w dzienniku do$wiadczenia.

e Wykonaj analogiczne pomiary w uktadzie dwdch 1 wiecej filtrow.

Przejdz do pomiaréw z roztworami.

o Wykonaj pomiar napi¢cia na detektorze bez kuwety. Umies¢ w uktadzie kuwete z 1 ml wody
destylowanej i wykonaj pomiar napiecia.

o Dodaj 0,1 ml roztworu, wymieszaj i wykonaj pomiar napigcia. Wykonaj tez pomiar napigcia
bez kuwety.
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Tabela 1. Grubosci filtrow w zestawach

Zestaw Numer i grubos¢ filtru w zestawie [mm]
1 2 3 4 5 6
A 1,040 2,510| 3,876| 4,832 6,577 7,704
B 1,025| 2,507| 3,883| 4,821| 6,575| 7,706
C 1,036| 2,502| 3,876| 4,822| 6,575| 7,701
D 1,049| 2512| 3,873| 4,839| 6,574| 7,703
E 1,032| 2,506| 3,863| 4,836| 6,540 7,699

e Powtarzaj pomiary z poprzedniego punktu, kazdorazowo dodajac 0,1 ml roztworu, az
uzupelnisz zawarto$¢ kuwety do 2 ml. Pamigetaj, aby kazdemu pomiarowi napigcia z kuweta
towarzyszyl pomiar napigcia bez kuwety.

e Oproznij kuwete, nalej do niej 1 ml gotowego roztworu, umie$¢ w ukladzie i zmierz napigcie.

e Dodaj 0,2 ml wody destylowanej, wymieszaj roztwor i zmierz napigcie.

e Powtarzaj pomiary z poprzedniego punktu, kazdorazowo dodajac 0,2 ml wody, az uzupetnisz
zawarto$¢ kuwety do 2 ml roztworu. Pamigtaj, aby kazdemu pomiarowi napigcia z kuwetg
towarzyszyl pomiar napigcia bez kuwety.

Pamigetaj, aby nie mieszac strzykawek: wode destylowang i roztwor siarczanu miedzi
nabieraj oddzielnymi strzykawkami.

W celu wizualnego sprawdzenia poprawnosci swych pomiarow wykonuj, na biezgco,
w odpowiednich wspotrzednych, wykres transmisji w zaleznosci od grubosci filtru i od st¢zenia
roztworu — przy obliczaniu st¢zenia roztworu w kuwecie pamietaj o zmianie objgtosci. Taki wykres
pozwala na szybka kontrolg poprawnos$ci otrzymanych wynikow. Wiasciwy wybor uktadu
wspotrzednych pozwala na przedstawienie nieliniowej zalezno$ci w postaci zaleznosci liniowe;j.
| tak najczesciej stosuje si¢ dwa rodzaje uktadow: uktad potlogarytmiczny 1 uktad logarytmiczny.
W tym pierwszym ksztatt prostej maja zaleznosci wyktadnicze, za§ w tym drugim zalezno$ci
potegowe. Odpowiedni papier otrzymasz w sekretariacie Pracowni.
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Cel ¢wiczenia

W ¢wiczeniu nalezy zweryfikowac stuszno$¢ prawa Bouguera-Lamberta-Beera
I w przypadku powodzenia, wykorzysta¢ wyznaczong tym prawem relacj¢ migdzy absorpcja
a gruboscig warstwy materii (barwionego szkta) w celu uzyskania oceny grubosci jednego z filtrow,
jak rowniez niepewno$¢ tej oceny. Nalezy rowniez zweryfikowac zaleznos$¢ absorpcji od
koncentracji (stezenia) centrow absorbujgcych. W ¢wiczeniu wyznacza si¢ warto$¢ wspotczynnika
odbicia oraz wspotczynnika absorpcji fotonu, a takze warto$¢ sredniej drogi swobodnej na
absorpcje. Nalezy rowniez wyznaczy¢ niepewnosci tych wielkosci.

Wprowadzenie — informacje ogélne
Oddziatywanie $wiatta z materig prowadzi do nast¢pujacych zjawisk:

e absorpcji, w wyniku ktorej atom lub czasteczka przechodzi w stan wzbudzony;

e rozproszenia, w wyniku ktorego §wiatto padajgce emitowane jest ponownie z pewnym
rozktadem natgzenia w r6znych kierunkach;

e emisji spontanicznej, w wyniku ktérej Swiatto jest samorzutnie emitowane przez wzbudzony
atom;

e emisji wymuszonej, w wyniku ktdrej $wiatto oddziatujac ze wzbudzonym atomem wymusza
emisj¢ Swiatla.

O ile ostatni i przedostatni punkt wyliczenia odnosza si¢ do fizyki atomowej, to pierwszy
I drugi punkt pojawiajg si¢ takze w zagadnieniach fizyki ciata statego, fizyki jadrowej i fizyKi
czgstek elementarnych. W tych dziedzinach przedmiotem badana lub narz¢dziem do badania innych
procesow fizycznych sg fotony X lub kwanty gamma, o energiach wyzszych niz w typowych
zjawiskach optycznych obejmujacych widmo widzialne i ewentualnie podczerwien i nadfiolet.

W dalszej czesci bedziemy zajmowali si¢ jedynie pierwszym z wyliczonych procesow, czyli
absorpcja 1 jednoczesnie, aby by¢ blizej naszego doswiadczenia zyciowego, bedziemy
koncentrowali si¢ na zjawiskach zwigzanych ze Swiattem. Nie oznacza to jednak, ze wprowadzone
obiekty i terminy nie maja bezposredniego zastosowania w innych dziedzinach fizyki.

W omawianym ponizej podej$ciu zaktadamy, Zze osrodek jest idealnie jednorodny, nie
rozprasza on $wiatla, a obiekty, ktore pochtaniaja $wiatlo, czynia to w sposob niezalezny od siebie.
Zatozenia to jest dobrze spelnione m.in. w gazach nie zawierajacych pytow i kropelek cieczy,
doktadnie przefiltrowanych cieczach, szktach wysokiej jakosci itp. Przy analizie danych zaktadamy,
ze pomiary wykonywano z wigzka réwnolegta i monochromatyczng. Jesli ktore$ z zatozen
pierwszej grupy nie jest spelnione, to nie obowigzuje prawo Bouguera-Lamberta-Beera, a gdy
zalozenia z drugiej grupy nie sg spelnione, to prawo to moze obowiazywa¢ w odniesieniu do
badanej substancji, ale warunki eksperymentu mogg zamaskowac jego istnienie.

Wprowadzenie — podejscie falowe

Z rownan Maxwella wynika, ze zarbwno wektor pola elektrycznego E(r,t) jak i indukcji
magnetycznej B(r,t) propagujacej si¢ w oSrodku materialnym fali elektromagnetycznej spetnia
réwnanie falowe. W naszych dalszych rozwazaniach bedziemy interesowac si¢ wylacznie polem
elektrycznym fali, gdyz wtasnie optyczne wlasnosci materii okreslajg oddzialywanie tego pola
z osrodkiem. Pole elektryczne fali spetnia rownanie falowe:
g, O°E
¢’ ot*
w ktorym & to wzgledna przenikalnos$¢ elektryczna osrodka, w ktorym propaguje sie fala, natomiast
c to predkos¢ swiatta w prézni. Rozwazymy rozwigzanie tego rGwnania w postaci fali plaskiej
propagujacej si¢ wzdtuz osi OZ i spolaryzowane wzdtuz osi OX. W notacji zespolonej pole
elektryczne propagujacej si¢ fali ptaskiej w prozni (& = 1), Opisane jest wyrazeniem:
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Ex (th) _ onei(kz—mt) ,

gdzie k = alc jest tzw. liczbg falows, a @ czestoscig fali. W tym formalizmie wzgledna
przenikalnos¢ elektryczna & jest wielkoscig zespolong, a w konsekwencji takg wielkoscia jest

takze liczba falowa:
IZz\/Za)/C:kJriK.

Podstawiajac ten wynik, w miejsce k, do wyrazenia na fale ptaska, otrzymujemy wyrazenie na
postac pola elektrycznego propagujacego si¢ w osrodku materialnym:
E, (2.t)=E,e" " =E, ¢

Jak wida¢, amplituda wnikajacej do osrodka materialnego fali elektromagnetycznej zanika
wyktadniczo. Wielko$¢, ktorg mierzy si¢ w do§wiadczeniu to natezenie oswietlenia. Opisuje ono
ilos¢ energii doptywajacej w czasie do powierzchni, na ktora Swiatlo pada, przy czym energie te
odnosimy zaréwno do czasu jak i powierzchni. Natezenie | oswietlenia jest proporcjonalne do
kwadratu amplitudy pola elektrycznego fali, wigc obserwujemy jego wyktadniczy zanik

1(z) =167, oy
gdzie wspolczynnik o = 2x nazywany jest wspolczynnikiem absorpcji 1 zazwyczaj podawany jest
w cm™. Wspotezynnik zalamania n okre$lony jest rzeczywista cze$cig liczby falowej i wynosi:
n=%
10
Dtugos¢ fali w osrodku i jej predko$é sa n razy mniejsze niz w prozni’,

—Kzei(kz—wt) .

Wprowadzenie — podejs$cie korpuskularne

W podejsciu korpuskularnym znajdujemy wglad w zagadnienie pochfaniania §wiatta
W obrazie mikroskopowym. Strumien $§wiatta wyobrazamy sobie jako strumien fotonéw
podrozujacych przez materi¢ 1 napotykajacych na swej drodze atomy lub czasteczki, z ktorymi si¢
zderzaja. Dla uproszczenia dalej bedziemy mowili o atomach, majac na mys$li rowniez czasteczki.
Kluczowg role w opisie takiego zderzenia odgrywa przekroj czynny o, ktory ma sens efektywne;j
powierzchni tarczy reprezentowanej przez atom stojacy na drodze kwantu $wiatta. O pochtanianiu
$wiatta, obok przekroju czynnego, decyduje takze liczba atomow, ktdrg napotka foton na swej
drodze. Opisuja to dwa czynniki: pierwszy to koncentracja N mierzona liczbg centrow
rozpraszajacych w jednostce objetosci, co mozemy zastapi¢ przez gestos¢ p masy lub stezenie c,
wyrazone np. liczb¢ moli substancji w jednostce objetosci, i drugi: dtugos$¢ L drogi, jaka ma foton
do pokonania w o$rodku.

Rozwazmy jednorodng warstwe materii o makroskopowej grubosci L, ktorej makroskopowa
powierzchnia S jest oswietlana wigzka $wiatta o jednorodnym natgzeniu na powierzchni swego
przekroju poprzecznego. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze wigzka ta pada na warstwe prostopadle.
Podzielmy calg grubo$¢ warstwy na plasterki o grubosci AL na tyle matej, np. o grubosci kilku
warstw atomowych, ze efektywne powierzchnie o indywidualnych atoméw nie przekrywajg sie.
Skupmy takze nasza uwagg na jednym, wybranym przypadkowo atomie w pierwszym plasterku
I wybierzmy przypadkowy, pojedynczy foton wigzki padajacej prostopadle na plasterek. Foton ten
z prawdopodobienstwem ofS trafi w wybrany przez nas atom, a gdy to si¢ stanie, to zostanie
wyeliminowany z wigzki. Jesli foton nie trafi w atom, to przejdzie przez plasterek, co wystapi
z prawdopodobienstwem 1 — ofS. Jesli plasterek liczy M1 atomow, to foton nie zniknie z wigzki
tylko wtedy, gdy nie trafi on w zaden z tych atomdw, co stanie si¢ z prawdopodobienstwem

W wielu podrecznikach i pracach mozna spotka¢ inne, rownowazne podejScie. Wielkoscig zespolong jest wtedy
wspotezynnik zalamania i mozna zapisa¢ go w postaci i = n+ix . Kwadrat tego wspotczynnika jest rowny stalej
elektrycznej & osrodka. Wielko$¢ x nosi nazwe wspolezynnika ekstynkeji i zwigzana jest ze wspotczynnikiem
a absorpcji zalezno$cig ad = 47k, gdzie A jest dlugoscia fali w prozni.
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M,
P =(1—%) .

M,
P, =(1—%j

otrzymujemy na prawdopodobienstwo ,,przedarcia” si¢ fotonu przez drugi plasterek i podobne
wyrazenia na prawdopodobienstwa przejs$cia przez plasterki nastepne. Foton pojawi si¢ po drugiej
stronie makroskopowej warstwy tylko wtedy, gdy zdota przejs¢ bez szwanku przez wszystkie
plasterki, co zdarzy si¢ z prawdopodobienstwem:

o M, o M, o My o M;+M,+Mg - o M
wen=(1-¢) (1-g] [1-g) (1) (+-g) -m

gdzie M jest liczbg atomow w catej probee. Jesli koncentracja atomow (liczba atomow na jednostke
objetosci) w probce wynosi N, to liczba M wynosi M = NSL, czyli:

M M
PM:(l—zj :(1—Ej .
S M

Poniewaz liczba M atomdéw w makroskopowych prébkach jest astronomiczna, wigc mozemy bez
obaw wykona¢ przej$cie graniczna, a wtedy:

NoL)"
P, =(1— I\‘/fl ] — exp(-Nol).

Gdy pierwotna wigzka liczy pewng liczbe fotonow, to po przejs¢ przez warstwe o grubosci L, ich
liczba zostanie zredukowana o czynnik exp(—Nol), a tym samym pierwotne nat¢zenie lo zamieni
si¢ na nat¢zenie | zadane wyrazeniem:

I(L):Ioexp(—NaL)zloexp(—aL):Ioexp[—%j. (2)

Wielko$¢ Noto znany juz nam wspdtczynnik o« absorpcji, a jego odwrotno$¢, czyli wielkos¢ A,
mierzona w jednostkach dlugosci, to §rednia droga swobodna na pochloni¢cie fotonu w materii,
np. w $wiattowodzie.

W szeregu sytuacji zamiast koncentracji wygodniej jest uzywac innych wielkosci
fizycznych, np. gestosci p masy lub stgzenia € roztworu. Jesli z jest masa jednego mola substancji,
Na liczbg Avogadro, to masa m jednego atomu wynosi /Na, a stad znajdujemy koncentracje:

N = o/m = pNa/p, co wyznacza wspotczynnik absorpcji w postaci a = (oNa/) p, gdzie oNa/uto
tzw. masowy wspoélczynnik absorpcji 0 wymiarze jednostki powierzchni odniesionej do jednostki
masy, czyli np. cm®/(g-cm). W przypadku korzystania ze stezenia, najczesciej molowego,
wyrazanego liczbg moli na litr roztworu, wspotczynnik absorpcji przyjmuje postaé: o = ¢¢, gdzie ¢
jest molowym wspolczynnikiem absorpcji (lub wspolczynnikiem ekstynkeji lub prosto:
ekstynkcja) zaleznym od wlasciwosci czasteczki badanej substancji i niezalezny od stezenia.

Analogiczne wyrazenie:

Rola powierzchni granicznych

Do tej pory omawiali$my propagacj¢ swiatta w osrodku. W kazdym realnym doswiadczeniu
$wiatlo to musimy najpierw wprowadzi¢ do osrodka, a to oznacza przejscie przez powierzchni¢
graniczng rozdzielajacej ten osrodek od otoczenia. Oznaczmy symbolem R wspélezynnik odbicia

R= e
Iy

okreslajacy utamek pierwotnie padajacego strumienia lo, jaki stanowi strumien Ir energii odbitej na
granicy dwoch osrodkow i skierowanej ponownie w strone zrodta. Odbicie na granicy czesci
promieniowana powoduje, ze do osrodka przejdzie strumien lo(1 — R) energii. Jesli druga granica
znajduje si¢ w odlegtosci L od pierwszej, strumien swiatta w swej wedrowce przez osrodek dotrze
do drugiej powierzchni ostabiony o czynnik exp(—al.), gdzie przy przejéciu przez granice osrodkow
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ponownie utraci cz¢$¢ 1— R swego natezenia (przyjmujemy, ze wspotczynnik odbicia nie zalezy od
tego, z ktorej strony §wiatlo pada na powierzchni¢ rozgraniczajaca). W efekcie na zewnatrz
wydostanie si¢ cze$¢ T

T= 'TI(L) =(1-R)"exp(-aL), 3)
0
pierwotnego strumienia $wiatla, gdzie It(L) to strumien energii, ktory przedostat si¢ na drugg strone
bloku materii. Wielko§¢ T nazywamy wspolczynnikiem transmisji.

Zarowno wyrazenie na wspotczynnik odbicia jak | wspotczynnik transmisji sg przyblizone
Z uwagi na fakt, ze na drugiej granicy czes$¢ Swiatta takze zostanie odbita i skierowana ku
powierzchni, przez ktora dostato si¢ ono do wnetrza osrodka, podczas gdy pozostata czgs¢
przepuszczana jest do otoczenia. Proces ten powtarza si¢ w nieskonczonos$¢ na kazdej z granic.

W dalszej analizie ograniczymy si¢ do tego przyblizenia, ktore jest uzasadnione, jesli wspdtczynnik
odbicia R jest bliski zeru, a pochtanianie, zadane wyrazeniem exp(—al.), istotne. Czytelnikowi
pozostawiamy dowod tego stwierdzenia (patrz Problem 8. ).

Drugie ograniczenie, ktéremu podlega wyrazenie na wspotczynnik transmisji, dotyczy
natezenia o§wietlenia. Jesli nie jest ono nadmierne, to jesteSmy w obszarze tak zwanej liniowej
odpowiedzi o$rodka na zaburzenie elektromagnetyczne (wektor indukcji elektrycznej jest liniowa
funkcja wektora natezenia pola elektrycznego, a wektor indukcji magnetycznej liniowa funkcja
wektora natezenia pola elektrycznego), i wtedy uzyskane wyrazenie na wspotczynnik transmisji jest
akceptowalne. Dla wigkszych natezen mozemy mie¢ do czynienia ze zjawiskami nieliniowymi
takimi jak zalezno$¢ wspoétczynnika absorpcji od nat¢zenia czy tez generacja drugiej harmoniczne;.

Prawo Bouguera-Lamberta-Beera

Zwiazek (1) (i rownowazny mu zwiazek (2)) wyznaczajacy wyktadniczy zanik strumienia
energii §wiatla, zwany jest prawem Bouguere’a lub Lamberta, gdy za§ mamy na mysli
proporcjonalno$¢ a = ¢ C wspotczynnika absorpcji a1 stezenia C, to moOwimy o tzw. prawie Beera.
Czgsto tresci tego prawa poszerza si¢ o stwierdzenie, ze w przypadku gdy rozwor sktada si¢ z kilku
substancji, wspotczynnik absorpcji jest czastkowa suma wspotczynnikow absorpcji

a=&C1+ £C2 +... + &Cn,
jakich dostarczataby kazda z substancji oddzielnie, gdyby tylko wystapita w roztworze w st¢zeniu
jakie ma w mieszaninie. Czgsto zaleznos¢
I(L)=1e"" =1e" =1,107",
unifikujaca oba prawa w jednej formule, nazywa sie prawem Bouguera-Lamberta-Beera?.
Wielko$¢ 7= ecL (=—In(I(L)/lo)) zwana jest glebokoscia (gestoscia) optyczna, a jej dekadowy
odpowiednik (dekadowa gltebokos¢ optyczna)
A=rlog,,e~0,434r

to tzw. absorbancja. Zauwazmy, ze zarowno wielkos$¢ 7jak i A sg bezwymiarowe.

Taka definicja absorbancji jest obiektem, jakiego nie spotykamy w doswiadczeniu, gdyz
dotyczy pomiaréw wykonywanych w badanym osrodku. W praktyce $wiatto przepuszczamy przez
badang probke i natezenie oswietlenia mierzy si¢ za probkg. Dlatego, z uwagi na strong
eksperymentalng, najwygodniej bedzie nam zdefiniowac pojecie absorbancji, wiazac ja ze
wspotczynnikiem transmis;ji (3):

A=-log,, T =aLlog,,e—2log, (1-R).

2 Generalnie Czytelnikowi nalezy si¢ ostrzezenie w zwigzku z brakiem ustalonego nazewnictwa dla obu praw.
Nierzadko prawo nazwane przez nas ,,prawem Bouguera-Lamberta-Beera” miewa odwrocong kolejnos¢ nazwisk, badz
skrocone jest do drugiego i trzeciego nazwiska, a niekiedy uzupetniane jest o czwarte nazwisko: Waltera. W podobna
ostroznos¢, jesli nie podejrzliwos¢, Czytelnik winien si¢ uzbroi¢, widzac terminy takie jak gestosé optyczna, ekstynkcja
i absorbancja, a nawet wspélczynnik absorpcji, a takze kilka innych pojgé. W literaturze panuje w tej materii chaos

i pomieszanie z poplataniem.
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Dla wygody wchtoniemy warto$¢ liczbowa logio € = 0,434, definiujac dekadowy wspdtczynnik
absorpcji: aa = alogioe, a zaleznos¢ migdzy absorbancjg A a dlugoscia L drogi Swiatta w materii
otrzymamy w postaci:

A=a,L—2log, (1-R).

Jak wiec widac, postugujac si¢ prostg funkcjg liniowg i pomiarem transmisji jako funkcji grubosci L
probki, mozemy jednoczes$nie wyznaczy¢ zarowno wspotczynnik absorpcji jak 1 wspotczynnik
odbicia. W przypadku, gdy przy ustalonej i znanej grubosci L probki badamy transmisje¢ jako
funkcje stezenia c, wtedy zalezno$¢ przyjmie postac:

A=¢g,Lc-2log, (1-R), & =¢log,e,

umozliwiajgca jednoczesne wyznaczenie molowego wspotczynnika absorpcji & oraz
wspotczynnika odbicia R. Jesli wspotczynnik odbicia R jest bliski zeru, to mozemy zaniedbac
wyraz z logarytmem, a otrzymamy wzory odpowiadajgce sytuacji omawianej wczesnie;.
Zaleznos¢ absorbancji od dtugosci drogi ulega komplikacji, gdy na drodze $wiatla wystepuja
oddzielne warstwy materii. Nalezy zwroci¢ uwage, ze transmisja przez dwie ptytki o takich samych
parametrach, lecz roznych grubosciach L1 i L2 prowadzi do absorbancji uktadu danej wyrazeniem
(patrz Problem 9. ):
A, =—log,, (T,T,) =—4log, (1-R)+a (L +L,).
Oznacz to, ze z uwagi na dodatkowe odbicia, uktad taki nie zachowuje si¢ jakby byla to jedna
warstwa o grubosci zadanej suma grubosci indywidualnych warstw. Wyznaczenie poprawnej
zaleznosci wymaga uswiadomienia sobie faktu, ze $wiatto po przejsciu przez pierwszy absorber
pada na drugi, gdzie takze podlega odbiciom. Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze w wyrazeniu na
absorbancj¢ zarowno dla podwdjnej jak i pojedynczej warstwy, wspotczynnik kierunkowy prostej
jest tym samym wspotczynnikiem absorpcji, tak wigc mamy do czynienia z dwiema rownolegtymi
prostymi przesunigtymi o 2logio(1 — R). W przypadku pomiaréw z trzema filtrami stosowny wzor
przyjmuje postac:
A, =—log,, (T,T,T,)=—6log,, (1-R)+a (L +L, +L;).
Masz do dyspozycji
o zrodto $wiatta — laser;
o detektor swiatta — fotodiode;
o woltomierz wraz z notatkg specyfikujaca jego dopuszczalny blad graniczny pomiaru przy
r6éznych zakresach;
o komplet ptytek szklanych (filtréw) o r6znych 1 znanych grubosciach zawierajacych substancje
absorbujaca $wiatto;
e kuwete w uchwycie, wodg¢ destylowang, roztwér CuSOs 0 znanym stezeniu molowym,
strzykawki 1 suwmiarke.

Elementy optyczne oprawione sa w walce o jednakowej srednicy, wiec aby zmontowaé
Z nich uktad optyczny wystarczy utozy¢ je w dostarczonym katowniku, a wiazka swiatta z lasera
przechodzac przez filtry trafi do detektora.

Aby prawidtowo przeprowadzi¢ ¢wiczenie nalezy zapoznac sie z kilkoma podstawowymi
informacjami o elementach wchodzacych w sktad zestawu. Filtry wykonane sg ze szkta
zawierajgcego t¢ sama substancje absorbujaca i o takiej samej koncentracji. Jedyne, czym filtry
r6znig si¢ od siebie, to ich grubos¢. Nie wolno dotykac¢ palcami powierzchni szklanych filtrow,
gdyz pozostaja na nich trudne do usuniecia $lady, ktore dodatkowo zmniejszaja natgzenie $wiatta
przechodzacego przez filtr (zmiana odbicia i dodatkowe rozpraszanie). Filtrow mozna uzywac
pojedynczo lub kilka jednoczesnie, ale przy analizowaniu danych musimy pamigtac, ze od kazdej
powierzchni filtru odbija si¢ pewna ilos¢ swiatta. W sktad zestawu wchodzi 6 filtrow,
oznakowanych liczbami od 1 do 6. Wykonujacy ¢wiczenie moze otrzymac jeden z 5 zestawOw
oznaczonych literami od A do E. Litera definiujaca zestaw i numer filtru wybite sg na jego
obudowie. Tabela 1 podaje grubosci filtrow we wszystkich zestawach. Nalezy zatozy¢, ze grubosci
filtrow znane sg doktadnie.
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Tabela 1. Grubosci filtrow w zestawach

Zestaw Numer i grubos¢ filtru w zestawie [mm]
1 2 3 4 5 6
A 1,040 2510| 3,876| 4,832 6,577| 7,704
B 1,025| 2,507| 3,883| 4,821| 6,575| 7,706
C 1,036| 2,502| 3,876| 4,822| 6,575| 7,701
D 1,049| 2512 3,873| 4,839| 6,574 7,703
E 1,032| 2,506| 3,863| 4,836| 6,540 7,699

Laser uruchamia sie wktadajac do kontaktu wtyczke zasilacza — nie ma on dodatkowego
wylacznika. Postugujac sie laserem nalezy zachowaé szczegolng ostroznosé, aby nie skierowaé
wiazki lasera w oko — moze to spowodowaé powazne uszkodzenie wzroku!

Fotodioda. Przed pomiarami fotodiodg nalezy wtaczy¢ przetacznikiem umieszczonym na
tylnej sciance obudowy, a po pomiarach nalezy ja wytaczy¢, by unikna¢ niepotrzebnego
roztadowywania baterii. Fotodiod¢ nalezy podtaczy¢ do miernika przez gniazda stuzace do pomiaru
napigcia statego. Napiecie wskazywane przez woltomierz jest wprost proporcjonalne do natezenia
$wiatla padajacego na fotodiodg — w ten sposdb mierzone natezenie $wiatta wyrazane jest
w jednostkach umownych — napieciu na zaciskach fotodiody. W kazdym pomiarze woltomierz
nalezy ustawi¢ na zakres pozwalajacy na mozliwie najbardziej doktadny pomiar.

Przy pomiarach z siarczanem miedzi, kuwete stawiamy w drewnianym uchwycie. Przed
napelnieniem nalezy sprawdzi¢ czystos¢ powierzchni, przez ktére bedzie przechodzi¢ swiatto
I W razie potrzeby przetrze¢ je szmatkg. Pomiary wykonuje si¢ na dwa sposoby. W pierwszym
kuwete czg¢$ciowo napetnia si¢ woda destylowang a nastgpnie dodaje okreslone objetosci roztworu
wodnego CuSO4 o znanym st¢zeniu, podczas gdy w drugim pomiary zaczyna si¢ od roztworu
stezonego 1 W kolejnych krokach si¢ go rozciencza. Pozwala to sprawdzi¢ stuszno$¢ prawa Beera,
czyli proporcjonalno$ci absorbancji do stezenia w mozliwie szerokim zakresie stgzen.

Wykonanie ¢wiczenia
e Zbuduj uktad optyczny sktadajacy si¢ z lasera i detektora $wiatla tak, jak to opisano powyzej
I przedstawiono schematycznie na Rysunku 1.

detektor zasilacz

1.37

0O

00QQ
miernik

Rys. 1. Uktad pomiarowy

e (Czesto na powierzchni filtrow pozostawione sg odciski palcow lub inne zabrudzenia. Sprawdz
I jesli trzeba, przetrzyj powierzchnie filtrow specjalng Sciereczka. Zwrdé uwage na kurz,
rozmaite pytki lub drobne paprochy.

o Czy oswietlenie laboratorium ma wplyw na wskazania woltomierza?

Cze$¢ I — pomiar transmisji przez pojedynczy filtr

e Umieszczaj w uktadzie poszczegolne filtry i mierz napigcie U(L) odpowiadajace natgzeniu
Swiatla przechodzacego przez filtry o réznych grubosciach L. Przed lub po wykonaniu pomiaru
natezenia $wiatta przechodzacego przez filtr, zmierz takze napigcie bez filtru, a wigc
odpowiadajgce natezeniu Swiatta emitowanego przez laser.

e Zwrd¢ uwagg, czy wigzka lasera trafia w catosci w okienko fotodiody, jesli nie, skoryguj to
zmieniajac odlegto$¢ migdzy laserem a detektorem lub przez obrét lasera badz detektora wokot
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ich osi; po ustalenie geometrii uktadu pomiarowego zadbaj, aby w trakcie pomiardw jej nie
zmieni¢, zwlaszcza nie obraca¢ ani lasera ani fotodiody.

o Wigazka lasera z reguly nie przechodzi przez srodek filtru, sprawdz wigc jak zmieniajg si¢
wyniki, jesli obracasz filtr wokot osi wyznaczonej wigzka laserowg. Czy sygnat zalezy od
miejsca potozenia filtru na szynie? Jesli tak, to ktore miejsce jest najlepsze?

e Zawsze odczekaj chwilg przed odczytaniem warto$ci napiecia, aby wskazania sie
ustabilizowaly. Jesli przy obrocie filtru dostrzegasz roznice w odczycie napigcia, uwzglednij je
w swym dopuszczalnym biedzie granicznym pomiaru. Postepuj podobnie w przypadku, gdy
odczyt nieprzerwanie fluktuuje.

e Jesli uzywany woltomierz nie ma trybu automatycznego doboru zakresu, przy kazdym pomiarze
napigcia dobieraj tak zakres pomiarowy miernika, aby pomiar byt mozliwie najbardziej
doktadny. Zakres miernika rozpoznawany jest przez sposob wyswietlania wyniku. Przekopiuj
do dziennika doswiadczenia informacje o maksymalnym dopuszczalnym btedzie pomiaru dla
kazdego z zakresow.

Czes$¢ I — pomiar transmisji przez dwa i wiecej filtrow
o Wykonaj pomiary w uktadzie dwoch i, jesli to mozliwe, takze trzech filtréw. Czy zalezno$¢ ma
postac¢ prostej przesunigtej wzgledem prostej otrzymanej w poprzedniej czesci?

Czes¢ 111 — pomiar transmisji przez roztwor siarczanu miedzi

e Wykonaj pomiar napi¢cia na detektorze bez kuwety. Umie$¢ w uktadzie kuwete z 1 ml wody
destylowanej i wykonaj pomiar napiecia.

o Dodaj 0,1 ml roztworu, wymieszaj i wykonaj pomiar napigcia. Wykonaj tez pomiar napigcia
bez kuwety.

e Powtarzaj pomiary z poprzedniego punktu, kazdorazowo dodajac 0,1 ml roztworu, az
uzupetnisz zawarto$¢ kuwety do 2 ml. Pamigtaj, aby kazdemu pomiarowi napigcia z kuweta
towarzyszyl pomiar napigcia bez kuwety.

e Opréznij kuwete, nalej do niej 1 ml gotowego roztworu, umies¢ w uktadzie i zmierz napigcie.

e Dodaj 0,2 ml wody destylowanej, wymieszaj roztwor 1 zmierz napigcie.

o Powtarzaj pomiary z poprzedniego punktu, kazdorazowo dodajac 0,2 ml wody, az uzupelnisz
zawarto$¢ kuwety do 2 ml roztworu. Pamigtaj, aby kazdemu pomiarowi napigcia z kuweta
towarzyszyl pomiar napigcia bez kuwety.

Pamigtaj, aby nie miesza¢ strzykawek: wode¢ destylowana i roztwor siarczanu miedzi
nabieraj oddzielnymi strzykawkami.

W celu wizualnego sprawdzenia poprawnosci swych pomiarow wykonuj, na biezgco,
w odpowiednich wspotrzednych, wykres transmisji w zaleznosci od grubosci filtru — w czesci
pomiarowej | i Il —i od stezenia roztworu — w cz¢sci IIT (przy obliczaniu stezenia roztworu
w kuwecie pami¢taj o zmianie objetosci). Taki wykres pozwala na szybkag kontrole poprawnosci
otrzymanych wynikoéw. Wiasciwy wybor uktadu wspotrzednych pozwala na przedstawienie
nieliniowej zalezno$ci w postaci zaleznosci liniowe;j. I tak najczesciej stosuje dwa rodzaje uktadow:
uktad potlogarytmiczny i uktad logarytmiczny. W tym pierwszym ksztalt prostej maja zaleznos$ci
wyktadnicze, w tym drugim za$ zaleznosci potegowe. Odpowiedni papier otrzymasz w sekretariacie
Pracowni.

Analiza wynikow pomiarow
Analiza danych winna uwzglednia¢ nastepujace elementy.

1. Ustalenie realistycznych, dopuszczalnych btedow granicznych wielko$ci bezposrednio
mierzonych i wyznaczenie odpowiadajgcych im niepewnos$ci standardowych — pamicgtaj, ze
zdolno$¢ rozdzielcza przyrzadu nie musi gwarantowa¢ sensownych btedow granicznych
(oczywiscie, mozesz tez od razu oszacowac niepewnosci standardowe, bez przechodzenia przez
etap btedow granicznych);

2. Wyznaczenie, z wynikow pomiarow odnoszgcych si¢ do pojedynczych filtrow, zaleznosci
kalibrujacej: absorbancja jako funkcja grubosci filtru — czyli wyznaczenie ocen nieznanych
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wspotczynnikow tej zaleznosci wraz z ich niepewnosciami i korelacjami. W analizie uwzglednij

efekt oswietlenia pokoju, w ktorym wykonywane byty pomiary, jesli nie jest on zaniedbywalny.

Przyjmij, ze filtry maja charakter wzorcowy, wigc mozesz zatozy¢, ze ich grubosci sg znane

doktadnie, natomiast informacje niezb¢dne do wyznaczenia dopuszczalnego btgdu granicznego

pomiaru za pomocg woltomierza podane sg na dofaczonej do niego informacji. Przy
dopasowywaniu zaleznosci kalibracyjnej omin dane odnoszace si¢ do jednego, dowolnie
wybranego przez Ciebie, pojedynczego filtru.

Sprawdzenie testem y2 Pearsona zgodnoéci przyjetej formy relacji kalibracyjnej z danymi.

Wyznaczenie wspotczynnika odbicia R §wiatla wraz z niepewnoscia.

Wyznaczenie $redniej drogi swobodnej fotonu (patrz wzor (2)) wraz z niepewno$cia.

Wyznaczenie relacji odwrotnej, pozwalajacej poda¢ ocene grubosci warstwy 1 jej niepewnosc,

zZe znanej, wraz z niepewnoscia, absorbancji.

7. Wyznaczenie oceny grubos$ci, wraz z niepewnoscia, tego filtru, ktory zostat ominiety przy
wyznaczaniu zaleznosci kalibracyjnej; poréwnaj uzyskany wynik ze znang Ci warto$cig podang
w Tabeli 1.

8. Wyznaczenie zalezno$ci migdzy absorbancja a gruboscig filtroéw dla danych uzyskanych
Z pomiarow z uzyciem dwoch filtréw, czyli wyznaczenie ocen nieznanych wspotczynnikow tej
zalezno$ci wraz z ich niepewnosciami i korelacjami 1 pordwnanie jej z zalezno$cig uzyskang
Z pomiaréw z jednym filtrem.

9. Wyniki pomiaréw z uzyciem dwoch filtréw dostarczajg niezaleznej informacji o wspotczynniku
odbicia i $redniej drodze swobodnej w materiale filtrow. Wykorzystaj te dane, aby zwickszy¢
doktadno$¢ ocen tych parametrow.

10. Wykonaj podobna analizg, jesli dysponujesz pomiarami z trzema filtrami.

11. Wykonaj taka analize jak w punktach 1, 2 i 3 dla pomiaréw w funkc;ji stezenia.

ook

Analiz¢ danych nalezy przeprowadzi¢ z zastosowaniem wielkosci dekadowych, gdyz ta
forma jest powszechnie stosowana w pracy laboratoryjnej. Wersja naturalna wspotczynnikow
wykorzystywana jest w rozwazaniach teoretycznych.

Istotne, w Twej opinii, kroki analizy danych podsumuj stosownymi tabelami z wynikami
posrednimi 1 zilustruj odpowiednimi rysunkami.

Jesli na ktoéryms z etapow analizy danych uznasz za niezbedne dopasowanie modelowe;j
zaleznosci do danych metoda najmniejszych kwadratéw wystarczy, ze podasz jawng postac
wielkos$ci minimalizowanej, gdyz postac ta jednoznacznie wyznacza oceny poszukiwanych
parametrow wraz z ich niepewnosciami 1 nie musisz cytowa¢ wzorow dla tych obiektow.

Literatura przedmiotu

e J. Ginter, Fizyka fal — Fale w osrodkach jednorodnych, Fale w osrodkach niejednorodnych,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, 1993,;

o D.J. Griffiths, Podstawy elektrodynamiki, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, 2001;

e Sz. Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna, cz. V, Fizyka atomowa, PWN, Warszawa, 1967, s. 28,

o J.R.Meyer-Arendt, Wstep do optyki, PWN, Warszawa, 1977, s. 396,

e B.Jaworski i A. Diettaf, Kurs fizyki, tom 3, Procesy falowe, optyka, fizyka atomowa i jgdrowa,
PWN, Warszawa, 1981, s. 469,

e Encyklopedia fizyki wspotczesnej, PWN, Warszawa, 1983, s. 303,

o Encyklopedia fizyki, PWN, Warszawa, 1972, hasta: absorpcja swiatla, absorpcji funkcja,
absorpcji wspotczynnik,

e A.Zigba, Analiza danych w naukach Scistych i technice, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa, 2013.

Dodatkowe uwagi odnosnie do raportu

W raporcie nalezy zamies$ci¢, w stosownie dobranych tabelach, wszystkie surowe wyniki
pomiardw tak, aby siegajac jedynie do raportu i bez potrzeby odwotywania si¢ do dziennika
doswiadczenia mozna bylo wykonaé pelng i niezalezng analiz¢ Twych danych. Zadbaj o wierne
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przeniesienie wszystkich wartosci do raportu. Pamigtaj o tym, by w raporcie przekaza¢ informacj¢
pozwalajacg okresli¢ zakres pomiarowy woltomierza dla kazdego z wynikow.
Nim przygotujesz raport, zaznajom si¢ z uwagami zawartymi w opracowaniu Instrukcja —
Jak pisac raport koncowy oraz z przyktadowa realizacjg tych uwag w postaci Przyktadowy raport
koncowy. Materiaty te zamieszczone sg na stronie http://anipw.igf.fuw.edu.pl Pracowni wstepne;.
Wymagania ukazane w tych opracowaniach bedg bezwzglednie egzekwowane przy
sprawdzaniu Twego raportu. W szczeg6lnosci pamigtaj o konwencji odnoszacej si¢ do precyzji
przedstawiania niepewnosci, a co za tym idzie, rOwniez wartosci wielkosci zmierzone;.
Absolutnie zalecane jest Swiadome przyjrzenie si¢ redakcji tekstu, tabel, rysunkéw
I wzorow, sposobow ich numerowania, tytutowania i opisywania w dowolnym, ale wydanym przez
uznane wydawnictwo, akademickim podrgczniku do fizyki, jak réwniez zajrzenie do kilku
publikacji w roznych czasopismach naukowych, co moze Ci utatwié¢ podjecie decyzji co do
podziatu Twego raportu na czesci.

Pytania i zadania definiujgce wymagania do ¢wiczenia

Problem 1. Podaj definicj¢ jednostki liczebnosci materii, jaka jest mol.

Problem 2. lle wynosi masa jednego mola siarczanu miedzi CuSO4?

Problem 3. Pobrano objetos¢ V = 30 ml wodnego roztworu siarczanu miedzi o stezeniu

¢ = 0,75 mol/l. Tle gramow siarczanu miedzi znajduje si¢ w tej porcji roztworu?

Problem 4. Do objetosci V1 = 1 ml wodnego roztworu siarczanu miedzi o stezeniu ¢p = 0,75 mol/I
dolano objetos¢ V2 = 0,2 ml wody destylowanej. Podaj stezenie ck tak rozcienczonego roztworu.
Problem 5. W ¢wiczeniu masz mozliwo$¢ ustawienia lasera i fotodiody blisko lub daleko od siebie.
Ktora z tych mozliwos$ci wybierzesz? A gdzie ustawisz filtr — blisko lasera, fotodiody, czy tez moze
w $rodku migdzy nimi?

Problem 6. Sporzadzono dwie ptytki ze szkta — jedng o grubosci L1 i druga, wykonang z tego
samego materiatu o grubosci Lo. Wprowadzajac kazda z ptytek oddzielnie w prostopadta wigzke
monochromatycznego $wiatta zaobserwowano, ze pierwsza charakteryzuje si¢ wspotczynnikiem
transmisji Ty, a druga T2. Oblicz $rednig droge swobodng na pochtonigcie fotonu w materii ptytek.

Pytania i zadania przyblizajace, uzupelniajace lub poszerzajace tres¢ ¢wiczenia

Problem 7. Monochromatyczna wigzka $wiatta pada prostopadle na powierzchni¢ ptasko-
réwnoleglej plytki o grubosci I. Wspotczynnik absorpcji materiatu, z ktérego wykonana zostata
ptytka zmienia si¢ liniowo w plytce, od wartosci a1 do wartosci a2 wraz z glebokoscia.
Wspotczynnik odbicia od kazdej z powierzchni wynosi R. Zaniedbujac wtorne odbicia $wiatta,
wyznacz wspotczynnik transmisji dla tej ptytki.

Problem 8. Strumien $wiatla pada z powietrza na szklang ptytke ptasko-rownolegta i wnika w nig.
Przyjmij, ze przy kazdorazowym padaniu §wiatta na powierzchnie rozdzialu miedzy ptytka

a powietrzem, cze$¢ p natgzenia oswietlenia ulega odbiciu, przy czym wartos¢ tego parametru nie
zalezy od tego, czy Swiatto pada na granicg od strony powietrza czy od strony szkta. Przyjmij takze,
ze natgzenie $wiatla przy jednokrotnym przejsciu przez grubos¢ ptytki ulega zmniejszeniu

0 czynnik f. Wyznacz wspotczynniki odbicia R i transmisji T, okreslajace t¢ czg$¢ energii
pierwotnego strumienia §wiatla, ktora jest zawrdcona w kierunku zrodta $wiatta oraz czgs§¢
strumienia przechodzacego na drugg strong ptytki.

Problem 9. Strumien $wiatla pada z powietrza prostopadle na uktad dwoch roéwnolegltych
szklanych plasko-rownoleglych plytek oddzielonych od siebie warstwa powietrza. Wykorzystujac
wspotczynniki Ry i Rz odbicia i transmisji T1 i T2 dla kazdej z ptytek, wyznacz wspotczynniki
odbicia R i transmisji T dla uktadu, okreslajace te cze$¢ energii pierwotnego strumienia §wiatla,
ktora jest zawrdcona w kierunku zrddta swiatta oraz czgs$¢ strumienia przechodzacego na drugg
stron¢ uktadu plytek. Dla uproszczenia zaldz, ze §wiatto nie ulega ostabieniu przy przej$ciu przez
warstwe powietrza miedzy ptytkami. Uzyskany wynik uogélnij na uktad dowolnej liczby ptytek.
Problem 10. Wigzka monochromatycznego $wiatta o nat¢zeniu lo pada prostopadle na ptasko-
rownolegta ptytke o grubosci L. Plytka jest niejednorodna i jej gesto$¢ zmienia si¢ liniowo od
wartosci p1 do wartosci p2 wzdhuz drogi wigzki. Oblicz nat¢zenie wigzki Swiatta po przejsciu przez
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ptytke. Przyjmij, ze wspolczynnik odbicia R jest na obu powierzchniach ptytki taki sam i nie zalezy
od dtugosci fali. Zaniedbaj wtorne odbicia.

Problem 11. Wigzka $wiatla o nat¢zeniu lo pada prostopadle na ptasko-réwnolegla ptytke

0 grubos$ci L. Wigzka zawiera wszystkie dtugosci fal w przedziale od A1 do A2, o jednakowym
udziale nat¢zen w widmie. Oblicz nat¢zenie wigzki $wiatta po przejsciu przez ptytke, jesli w tym
przedziale dlugosci fal wspotczynnik absorpcji zalezy liniowo od dtugosci fali 1 zmienia si¢ od
wartosci a1 do warto$ci az. Przyjmij, ze wspotczynnik odbicia R jest na obu powierzchniach phytki
taki sam i nie zalezy od dtugosci fali. Zaniedbaj wtorne odbicia.

UZUPELNIENIE

Analiza danych w tym ¢wiczeniu odwotuje sie do zagadnienia kalibracji, ktorego aspekt
statystyczny moze nie by¢ znany, dlatego ponizszy passus pos§wigcimy witasnie temu problemowi.
Problem kalibracji przyrzadu sprowadza si¢, w istocie, do dwdch kwestii:

e pomiaru, w $ciste kontrolowanych warunkach, odpowiedzi przyrzadu na seri¢ dobrze
zdefiniowanych sygnatdéw 1 ujeciu tej odpowiedzi w stosowng formute;

e odwrdceniu owej formuty, aby w praktycznych zastosowaniach ocenic¢ site sygnatu i jej
niepewno$¢ ze znajomosci, wraz z niepewnos$cia, odpowiedzi przyrzadu.

Sila sygnalu i odpowiedz przyrzadu

Przy kalibracji przyrzadu poddajemy go dziataniu serii niezaleznych i bardzo dobrze
znanych (w idealnym przypadku: znanych bezbtednie) sygnatow xi, a wyidealizowany mechanizm
pomiaru wytwarza seri¢ N bezbtednych wartosci 7, i = 1, 2,..., n, bedacych odpowiedzig przyrzadu
na owe sygnaly. W rezultacie pomiaru w miejsce wartosci 7i znajdujemy warto$¢ Yi.
W modelowym opisie statystycznym, obok wartosci Yi, traktowanych jako wartosci wylosowane
Z pewnego, by¢ moze nieznanego rozktadu i by¢ moze zaleznego od wartosci X sygnatu, mamy
takze odchylenia standardowe oi charakteryzujace jako$¢ pomiaru wielkosci 7i. Nalezy podkreslic,
ze w praktyce, w miejsce odchylen standardowych znamy, zazwyczaj, jedynie niepewnosci
standardowe u;. W pozostatej czgéci tego UZUPELNIENIA bedziemy przyjmowali modelowe
zalozenie o znajomosci odchylen standardowych oi. Czytelnik powinien by¢ swiadom, ze
zastgpienie odchylen standardowych niepewnos$ciami nie doprowadzi go do Scistych wielkosci,
a jedynie do ocen poszukiwanych wielkosci, ktore w dodatku beda z reguty obcigzone z uwagi na
nieliniowy charakter zwigzkow wyznaczajacych te wielkosci (np. otrzymamy obcigzone oceny
wariancji ocen parametréw lub obcigzone oceny nieznanych parametrow).

Formula kalibracyjna

W problemie kalibracji dysponujemy formuta 77 = 1(X; 6) wiazaca odpowiedz 7
Z sygnatem X, w ktorej@ = (61,6,...,6n) to uktad m, zazwyczaj nieznanych, parametrow. Formuta ta
moze wynikac z teoretycznego modelu dziatania przyrzadu lub tez by¢ dzietem czystej praktyki
laboratoryjnej ujmujacej w wygodny sposob fenomenologi¢ procesu pomiarowego.

Sposobem oceny nieznanych parametrow & jest metoda najmniejszych kwadratow, w ktorej
minimalizowana jest, wzgledem nieznanych parametrow, wazona odwrotnosciami kwadratow
odchylen standardowych oi suma kwadratow odchylen zmierzonych warto$ci yi od warto$ci
modelowych 7i = u(Xi; @) (w skrocie: wazona suma kwadratow reszt):

n — . 2
i=1 O

We wszystkich dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze zgodnie z intuicyjnie zrozumiatym

wymogiem, liczba n pomiarow jest wigksza od liczby m nieznanych parametrow.

Liniowa formula kalibracyjna
Zaczniemy od przypomnienia Czytelnikowi, ze w konteks$cie metody najmniejszych
kwadratow, problemem liniowym nie nazywamy liniowej zalezno$ci miedzy zmienng zalezng
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(odpowiedzig i przyrzadu) a zmienng niezalezng (sygnatem X), lecz zalezno$¢, w ktorej relacja
miedzy zmienng niezalezng a zmienng zalezng jest liniowa w nieznanych parametrach i ma postac:

n=pu(%6)=p(X)0,+¢,(X)0,++¢,(x)6,, (4)
gdzie wielkos$ci ¢i(X) sg w petni znanymi, liniowo niezaleznymi funkcjami — sg to zazwyczaj
kolejne potegi wielkosci X, ale moga to by¢ tez np. funkcje Bessela lub wielomiany ortogonalne.

Dla n wartosci xi otrzymujemy n zwigzkow dla n wartosci u(x;6)

u(x:0)=>0,(x)0,, i=12...n,
=1

odpowiadajacych wielkosciom mierzonym yi. Powyzsze réwnania mozemy zapisa¢ zwarcie
w formie macierzowej

n==o(x)8,
gdzie
Ui ;U(Xl’e) (01()(1) (02(X1) (pm(xl) 6,
- | _ ﬂ(X:z’e) ’ CD(X): (/’1(X2) ¢’2(:X2) (Dm(xz)’ 9= 6:2 ’
7, ,u(Xn,H) (pl(xn) (Pz(xn) ¢m(xn) em
a jesli jeszcze do tego zdefiniujemy:
012 0O - 0 A
u-| 9 % 0y,
0o 0 - & Y,

to i samg sume kwadratow reszt bedziemy mogli zgrabnie zapisa¢ w postaci:
R(8)=(y-®8) U (y-8).
Oceny parametrow i ich wariancje

Roézniczkowanie sumy kwadratow reszt wzgledem nieznanych parametrow prowadzi do
liniowego uktadu rownan na te parametry:

O'UPH=0"Uy,
a jesli macierz ®, wymiaru nxm, zwana macierzg planu, jest rzedu m, czyli jej wszystkie kolumny
sg liniowo niezalezne, to oceny 6 nieznanych parametréw wyznaczamy ze zwigzku:
6=(0'UD) D'Uly. (5)

W dalszej czesci tego UZUPELNIENIA stosowa¢ bedziemy notacje ,,z daszkiem” dla ukazania
oceny dyskutowanej wielkosci (w duchu tej notacji zmierzone wartosci i zapisalibysmy jako 7, ).

Jesli pomiary sa nieobcigzone, czyli jesli E(y) = n = ®6, toiocena 6 jest nieobcigzona:

E(8)=(2"U ) ®"UE(y)=(0TU D) U DH=0,

a jej wariancja wynosi:
V= E((é—&)(é—ﬁ)T )
_ E[((CDT U'o) oTUly— (07U D) o7 uln)((qf U'e) oTuty-(oTU D) o uln)T j
=(@"U) @"UE((y-7)(y-n) JuTe(eTUD) = (07U D)

Zauwazmy, ze alternatywnie, elementy odwrotnej macierzy wariancji mozemy wyznaczy¢ z prostej
relacji:
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2
V) =302
i 20600,

Jak widzimy, w przypadku, gdy nieznane parametry wystepuja w formule w sposob liniowy,
minimalizacj¢ mozna przeprowadzi¢ analitycznie i do kofica i uzyska¢ zamknigte wyrazenia
zarOWno na oceny 6 nieznanych parametréw jak i ich macierz wariancji V. Jesli jednak parametry
6 pojawiaja si¢ w zalezno$ci 17 = u(X;6) W sposob nieliniowy, rozwigzanie problemu nie ma formy
zamkni¢tej, a sama minimalizacja wazonej sumy kwadratow reszt wymaga, zazwyczaj,
zastosowania wyspecjalizowanych metod numerycznych.

Musimy takze zwroci¢ uwage na fakt, ze macierz V przestaje by¢ macierzg wariancji
I kowariancji, a staje si¢ macierzg ocen tych wielkosci, jesli macierz U utworzymy z niepewnosci
pomiaréw wielkos$ci Yi, a nie ich odchylen standardowych.

Test zgodnosci y2 Pearsona
Waznym obiektem problemu linowego (4) jest suma kwadratow reszt w minimum:

Riin :(y—®é)T U‘l(y—CDé?)

w przypadku, gdy wyniki yi pomiarow opisane sg rozktadem Gaussa N(yi; 7i,01), gdzie ni = u(Xi; 6)
jest wartoscia oczekiwang zmiennej yi 0 wariancji ai?. Ten specyficzny rozktad powoduje, Ze Rmin
przedstawia warto$é wylosowana z rozktadu y2 o liczbie n — m stopni swobody, o ile proponowana
krzywa kalibracyjna jest shuszna, co pozwala zbudowa¢ tzw. testu y? Pearsona i zweryfikowaé
propozycje 1(X;6). Oczywiscie powinni$my pamigtac, ze stosowanie niepewnos$ci standardowych Ui
w miejsce odchylen standardowych oi w macierzy U oslabia site takiej konkluz;ji.

Przyklad: zalezno$¢ kalibracyjna postaci n=ax +Db

Dla przyktadu rozwazmy dopasowanie do danych liniowej zalezno$ci w postaci linii prostej
1(x;0) = ax + b, kiedy to macierz planu przyjmuje postac:

X, 1
1

o(x)=| 7 .
x 1

aoceny 4 i b parametréw a i b znajdujemy ze zwiazku (5):
a 1 S -S.|(Sy) 1 SS,, =S, S,
6 - SSxx - Sf _Sx Sxx Sy - Ssxx - Sf Snyx B stxy ’

2

o1 DX Ny Ny V.
S:;_Z’ SX: _I2’ Sxx: G_Igy Sy:;o'i;z’ Sxy:Z'_)zl'.

Oi i1 Oj i1 Oj

gdzie:

Obok ocen parametréw a oraz b znajdujemy macierz wariancji tych ocen:

AR S _SX
il s

XX

w ktorej elementy diagonalne:

A S A Sxx
V[a]=a§ :m, V|:b:|:O'§ :m (6)

to wariancje ocen & oraz b, a wyraz pozadiagonalny

A 0 A 0 S,
V[a, b] = cov[a, b] = CaB = —m ,
zwany kowariancjg, przedstawia tzw. korelacje miedzy obiema ocenami parametrow. Czesto,
prezentujac wynikow dopasowania, podajemy tzw. Pearsona liniowy wspotczynnik korelacji:

(7)
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opisujacy site relacji migdzy ocenami parametrow ai b. Ograniczony jest on w swych warto$ciach
do przedziatu [-1;1], przy czym im jego warto$¢ bezwzgledna jest blizsza jednos$ci, tym sita tej
relacji jest blizsza matematycznej zaleznosci liniowe;.

Wariancja odpowiedzi przyrzadu i sily sygnalu
Istnienie wyrazéw pozadiagonalnych powoduje, ze oceny @ nieznanych parametrow

w zalezno$ci kalibracyjnej 17 = u(X; ) przestaja by¢ statystycznie niezalezne i ,,szkolny” wzor na
przenoszenie odchylen standardowych (propagacje¢ btedow) w celu obliczenia odchylenia

standardowego o, oczekiwanej odpowiedzi 77 = ,u(X; é) przyrzadu na sygnal X r6zny od
dotychczas zastosowanych, wymaga korekty Zamiast niego musimy skorzysta¢ ze zwigzku:
m
2
O, =
i ; 26" ae ,;f”'
gdzie diagonalne elementy Vi macierzy V to wariancje ocen parametrow &, np. w przypadku
dopasowywania linii prostej sg to zwigzki (6), natomiast elementy pozadiagonalne to kowariancje

tychze ocen — w przypadku linii prostej jest to wielkos$¢ (7), w ktoérym to przypadku koncowe
odchylenie standardowe o, warto$ci odpowiedzi przyrzadu przyjmuje postac:

o; =X; +0; +2xC,.

Po tym, gdy wykalibrowalismy przyrzad, chcemy go zastosowa¢ do pomiardw, tj. chcemy
oceni¢ site X sygnatu, jesli przyrzad zarejestrowat odpowiedz y, przy czym odchylenie standardowe
tej odpowiedzi wynosi oy. Oczywiscie, najpierw musimy odwrocié zalezno$¢ 1 = u(x;6)

I wyznaczy¢ site sygnatu X jako funkcj¢ wielkosci 7. Nawet jesli takiej operacji nie potrafimy
wykona¢ analitycznie, a jedynie numerycznie, to takg odwrotna zalezno$¢ zapiszmy jako x = £(77;6)
I wyznaczmy z niej oceng sity sygnatu:

2=¢(v:0),

jak réwniez odchylenie standardowe o, tej oceny:

(0 Y, o
G*_(ayayJ ,%ae 120,

W przypadku dyskutowanej wczesniej relacji 7 = ax + b, ocena sity sygnatu wynosi:

s, 1 A
x_g(y—b),
a jej odchylenie standardowe to:
A 2
U?:i [y—tbaé] yabC +o0.+0, |= L (Xa +2)A(C36+O'§+G§).

* 42 a a2

Jesli wykonalis$my seri¢ pomiarow wielkosci 7 przy ustalonej wartosci X, to w miejsce odchylenia
standardowego oy nalezy uzy¢ odchylenia standardowego Srednie;.

Opracowal: Piotr Fita.
Uzupetnit: Roman J. Nowak 1 Andrzej Witowski, 18 grudnia 2016.



