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l. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie wspéOlczynnika sprezystoSci sprezyny i jest pretekstem
do poznania i opisu zjawisk wystepujacych podczas wahan dwoch wahadet sprzezonych za pomoca
sprezyny, jak to schematycznie ukazuje Rysunek 1.

Rys. 1. Schemat wahadet sprz¢zonych

I1. Podstawy teoretyczne

W eksperymencie odwotujemy si¢ do modelu dwoéch wahadel sprzezonych za pomoca
sprezyny. Wahadta sg jednakowe, tzn. maja ten sam moment bezwladnosci |1 = I2 = I, t¢ sama mase
m i t¢ samg odleglos¢ r srodka cigzkosci od osi obrotu. Wahadta potaczone sg sprezyng podlegajaca
prawu Hooke’a o wspotczynniku sprezystosci k. W potozeniu rownowagi sprezyna nie jest napieta
a jej punkty przyczepienia do wahadet lezg w odlegtosci a od osi obrotu, tej samej dla obu wahadet.
Ruch kazdego z wahadet jest ptaskim ruchem obrotowym wokot ustalonej osi. Rownania Newtona
ruchu takiego uktadu wraz z ich rozwigzaniami w ogolnym jak i1 w kazdym z nizej dyskutowanych
przypadkéw sa szczegdlowo przedstawione w DODATKU A. Uktad taki tatwo jest operacyjnie
wprowadzi¢ w kilka modow drgan, ktore odpowiadajg wychyleniu o kat @1 0raz @2, ktore mogg by¢

opisane przy pomocy funkcji okresowej o czestotliwosci v, czestosci kotowej w = 2mv i okresie
T=2=2

a) Drganie wlasne — drgania w fazie. Wychylajac o ten sam kat oba wahadta w t¢ samg strong
I zwalniajagc  je jednoczesnie, bez nadawania im predkosci poczatkowej, uzyskujemy
zsynchronizowany, zgodny w fazie ruch obu wahadel z czgstoScig an tak, jakby nie byly one
potaczone sprezyna i drgaty jedynie pod wplywem sity cigzkosci:

@1(t) = Acos(w;t),

@2(t) = Acos(w;t),

- 2 _ mgr
gdzie wi = :

b) Drganie wlasne — drgania w przeciwfazie. Wychylajac o ten sam kat oba wahadta w przeciwng
stron¢ 1zwalniajac je jednoczes$nie, bez nadawania im predkosci poczatkowej, uzyskujemy
synchroniczny ruch, w ktorym wahadla drgaja w przeciwfazie, a ruch kazdego odbywa si¢
Z czestoscig !
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@1(t) = Acos(w,t),

@2(t) = —Acos(wyt),

2
gdzie w? = w.
c¢) Dudnienia. Uruchamiamy wahadta tak, ze jedno z nich, np. pierwsze, jest wychylone o pewien
kat, w dowolng strong, a drugie utrzymujemy w potozeniu réwnowagi i oba zwalniamy jednoczesnie,
bez nadawania im predkosci poczatkowych. Wtedy ruch przyjmie posta¢ w ktorym amplituda Ai(t)
szybkich drgan z czestoscia o, modulowana jest wolnozmiennym w czasie, harmonicznym drganiam

Z czgstoscig Q¢
@1(t) = A(t) cos(Q,t), A(t) = A cos(Q4t),
@, (t) = A(t) sin(Q,t), A(t) = Asin(Qgt),

przy czym obie czestosci sa zwigzane z czgstosciami wlasnymi uktadu drgajacego zgodnie w fazie

- - - + -
i w przeciwfazie: Q; = w22w1, Q = %

Zjawisko periodcznej zmiany amplitudy drgn nazywamy dudnieniem, w tym przypadku dudnieniem
Z czgstoscig L.

I1I. Wykonanie pomiarow

Cz¢$¢ pomiarow dotyczy okresOw wahadel, dlatego poswigcimy teraz nieco uwagi tym
pomiarom. Przypominamy, ze okres wahadta to czas, jaki uptynat od chwili, gdy mingto ono pewne
polozenie z okreslong predkoscia do chwili, gdy wrdci do tego potozenia z ta samg predkoscia
(zaréwno co do wartosci jak i kierunku). Zgodnie z zatozeniami rozwazanego modelu matych drgan,
nalezy zawsze wychyla¢ wahadto o mate katy (kilka stopni).

111.1.Wyposazenie
Masz do dyspozycji:

o dwa wahadla sprzezone sprezyng; wahadla maja nakretki pozwalajace zmieni¢ potozenia
srodka cigzkosci wahadta, a wigc 1 jego momentu bezwtadnosci;

o dwa bezprzewodowe czujniki odlegtosci PASCO PS-3219 pracujace w zakresie od 15 cm
do 4 m z doktadnoscig 1,0 mm.

o komputer z oprogramowaniem Capestone do odczytywania danych z czujnikow;

o miark¢ metrowa;

e nitke;

» zapalniczke;

o szalke wagi;

e ostrze pryzmatyczne do wyznaczania $rodka cigzkosci.

111.2. Planowanie pomiarow

Nim przystapisz do pomiaru okresu dudnien, powiniene$ zastanowic si¢ nad sprz¢zeniem. Site
sprz¢zenia mozemy regulowac¢ wybierajac odlegtosci a punktu zamocowania sprezyny do wahadta
od osi obrotu. Zamocowanie to mozemy przesuwa¢ wzdtuz pretow wahadet — pamigtajmy o
umieszczeniu zamocowan obu koncow sprezyny w tej samej odlegtosci od osi obrotu wahadta. Po
pierwsze spr¢zyna musi by¢ zamocowana w taki sposob, aby w trakcie drgan nie wyginata si¢ w tuk,
Cco jest niezgodne z przyjetym w wyprowadzonych réwnaniach modelem. Poza tym duza warto$¢
parametru a spowoduje, ze okres dudnien bedzie maty, a to utrudni nam zaréwno pomiar okresu
drgan szybkich jak i dudnien. Z drugiej strony, jesli warto$¢ parametru a bedzie zbyt mata, to okres
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dudnien bedzie wyjatkowo dtugi i ze wzgledu na wystgpujace straty energii, ruch uktadu ustanie nim
wykonamy pomiar. Tak dobierz punkt przyczepienia sprezyny do wahadta, aby w trakcie jednego
okresu dudnienia wystapito kilka do kilkunastu drgan szybkich.

Jednym z zadan podczas analizy drgan wahadet bedzie obliczenie transformaty Fouriera
obserwowanych drgan. Bardzo waznym elementem podczas planowania pomiarow jest odpowiednie
dobranie czasu pomiaru i czgstosci probkowania, aby moéc w wyniku transformacji Fouriera uzyskac
informacje o czgstotliwosciach drgan z odpowiednig rozdzielczoscig. Szczegdlowa procedura
obliczania transformaty Fouriera zostala przedstawiona w DODATKU B. Zakres spektralny
transformaty jest okreslony w gltoéwnej mierze przez interwat czasowy danych wejsciowych. Jesli
dane wejsciowe sg zbierane z interwatem rownym At maksymalna mozliwa do uzyskania w widmie

czestotliwos¢ WYNOSI Vi = ﬁ, za$ Jego rozdzielczos¢ Av = ﬁ, gdzie N jest liczbg zebranych
danych. Wykonaj wstgpne pomiary okresu wahadet gdy poruszaja si¢ zgodnie i przeciwnie w fazie i
oszacuj ich czestotliwo$ci. Zdecyduj jakie zakres czgstotliwosci oraz jaka rozdzielczos¢ spektralng
transformaty Fouriera potrzebujesz, zeby te czestotliwos$ci wyznaczy¢ satysfakcjonujgco doktadnie i
od siebie rozrozni¢. Nastepnie oblicz potrzebng czestos¢ probkowania oraz czas pomiaru.

Kluczowym elementem modelu stanowigcego podstawe doswiadczenia jest rownos$¢ okresow
drgan obu wahadel. Poniewaz modyfikujac wahadta nigdy nie doprowadzimy do sytuacji, w ktorej
beda one miaty doktadnie taki sam okres, musimy pogodzi¢ si¢ faktem marginalnie ré6znych okresow
drgan — zawsze jednak pozostanie pytanie o dopuszczalny rozmiar tego marginesu. Musimy zadbaé
o zachowanie synchroniczno$ci wahadel przynajmniej przez czas, jaki zamierzamy poswigcic¢
na pomiar. W tym celu uruchommy oba wahadla, niesprzezone, wychylajac je w t¢ samg strong
I zwalniajgc jednoczesnie, bez predkosci poczatkowej. Obserwujmy ich ruch przez odpowiedni czas,
zwracajac uwage na synchroniczno$¢ ich ruchu. W razie potrzeby dokonajmy niezbednych regulacji
nakretkg na wahadle.

Podczas pomiardw bedzie wykorzystywal bezprzewodowe czujniki odlegtosci. Zwro¢ uwage
na numery czujnikéw ktérymi dysponujesz tak aby podczas pomiaru potgczy¢ si¢ z nimi (a nie na
przyktad z czujnikami kolegdéw czy kolezanek pracujacymi na innych stanowiskach). Sa to numery
w formacie xxx-xxx widoczne na kazdym z czujnikéw obok ikony 3. Upewnij si¢, ze czujniki sa
ustawione w taki sposob aby podczas pomiaréw najmniejsza odleglos¢ miedzy nimi a wahadlem
ktorego potozenie odczytuja nie wykraczala poza ich zakres pomiarowy. Jesli czujnik sygnalizuje
roztadowang bateri¢ w przypadku czujnika ci$nienia podtacz go do tadowarki. Przed rozpoczgciem
pomiardéw sprawdz czy potrafisz swobodnie postugiwac si¢ interfejsem programu, w tym uruchomic
1 zakonczy¢ pomiar potozenia obu czujnikéw jednocze$nie, wybra¢ odpowiednig czgstos¢é
probkowania, poprawnie zapisa¢ dane pomiarowe. Zwrd¢ uwage, ze domyslna doktadnos¢ zapisu
potozenia przez czujnik moze nie by¢ niewystarczajaca, aby moc przeprowadzi¢ poprawnag analize
danych. Nalezy to zmieni¢ w panelu narz¢dzi korzystajac z opcji £ (Data Summary), a nastepnie
klikng¢ ikone ustawien przy pomiarze potozenia, a nastgpnie zmieni¢ jednostki korzystajac z
kategorii Nazwy i symbole (Names and Symbols) oraz liczb¢ cyfr znaczacych korzystajac z kategorii
Format liczb (Numerical Format).

111.3. Badanie drgan wahadel

a) Uruchamiamy wahadta jak w przypadku Il.a. W tym przypadku lepiej jest roztgczy¢ wahadta
i bada¢ ruch dowolnego z nich (wszak sprawdzili$my, ze sg jednakowe). Korzystajac z programu
Capestone, uruchamiamy pomiar potozen wahadet w funkcji czasu.

b) Uruchamiamy wahadta jak w przypadku II.b. W chwili to = 0 oba nieruchome wahadta wychylone
sa od pionu o ten sam kat, ale w przeciwne strony. Teoretycznie nie ma znaczenia, czy wahadta
s zblizone do siebie, czy tez oddalone, wygodniej jest jednak zrealizowac pierwszy przypadek.
Zblizamy wahadta ku sobie, co powoduje skurczenie sprezyny. Poniewaz ma ona tendencje
do wyginania si¢ w tuk, nalezy na tyle zblizy¢ wahadla, aby wygiecie to nie wystapito,
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W przeciwnym razie zmienia si¢ wspotczynnik sprezystosci. Zwigzujemy nitkg konce zsunietych
wahadel. W réownowadze oba nieruchome wahadta bgdg symetrycznie wychylone ku sobie.
Po przepaleniu nitki uruchamiamy, korzystajgc z programu Capestone, uruchamiamy pomiar
potozen wahadet w funkcji czasu.

c) Uruchamiamy wahadta jak w przypadku Il.c. W chwili to =0 oba wahadta powinny by¢
nieruchome. Jedno z nich wychylamy o niewielki kat, a drugie utrzymujemy w potozeniu
pionowym. Zwalniamy oba wahadla jednoczesnie bez nadawania im predkosci poczatkowych
I korzystajac z programu Capestone, uruchamiamy pomiar potozen wahadet w funkcji czasu.

I11.4. Wyznaczanie odleglosci sSrodka masy wahadla od osi obrotu
W stosownych wzorach na czgstosé
wystepuje odlegtos¢ srodka masy wahadta od —[
0si obrotu. Znajdujemy ja rOwnowazgac wahadto
utozone w poziomej pozycji na pryzmatycznym
ostrzu, jak ukazuje to Rysunek 2. Jedno z
wahadel nalezy wtym celu zdja¢ ostroznie Rys. 2. Wyznaczanie $rodka cigzkosci
Z lozysk, apo pomiarze ulozy¢ precyzyjnie
ponownie w tozyskach. Masa m wahadta podana jest na nalepce na wahadle.

e
[

IV. Analiza wynikow pomiarow

Rezultatem zastosowanej przez Ciebie procedury powinny by¢ wyeksportowane dane
zawierajace potozenia obydwu wahadet w funkcji czasu dla wszystkich trzech ruchéw wahadta.
Dalsza analiza danych powinna zawiera¢ nastepujace elementy:
e ustalenie realistycznych niepewnosci standardowych potozenia i czasu;
e prezentacj¢, wykorzystujaca zgromadzone dane;
e W przypadku drgan obu wahadet zgodnych w fazie i w przeciwfazie dla kazdego z wahadet:

a) wyznaczenie czgstosci drgan wiasnych poprzez dopasowanie zalezno$ci x(t) = x, +
A cos(wt + ¢); x, odpowiada przesunieciu poczatku uktadu wspoétrzednych w stosunku
do stosowanego w przywotanych wyprowadzeniach poczatku uktadu, za$ czynnik fazowy ¢
jest zwigzany z inng chwilg rozpoczecia pomiaru w stosunku do chwili w ktorej rozpoczat si¢
ruch;

b) dyskusje wzajemnego przesunigcia fazowego obu wahadet;

C) wyznaczenie czgstotliwosci drgan poprzez obliczenie transformaty Fouriera zalezno$ci x(t).

d) porownanie czestosci i czestotliwosci drgan wiasnych wyznaczonych w punkcie a i ¢ wraz
z okresleniem najlepszej wedtug ciebie oceny czgstotliwosci drgan wlasnych;

e W przypadku dudnien:

a) Wyznaczenie cze¢stosci drgan szybkozmiennych i dudnien poprzez dopasowanie zaleznosci
x(t) = xy + Acos(Qgt + @4) cos(Qst + @g); podobnie jak poprzednio czynnik x, jest
zwigzany z przesunigciem poczatku uktadu wspotrzednych, za§ czynnik fazowy ¢ z inng
chwilg rozpoczecia pomiaru w stosunku do chwili w ktorej rozpoczat si¢ ruch;

b) dyskusje wzajemnego przesunigcia fazowego obu wahadet;

C) wyznaczenie ocen czestotliwosci drgan wlasnych poprzez obliczenie transformaty Fouriera;

d) Kkonfrontacje czestotliwosci drgan szybkozmiennych i dudnien otrzymanych w punkcie
a z czestotliwosciami drgan wyznaczonych w sposob posredni z pomiarow drgan wiasnych.

e prezentacje optymalnego, w mniemaniu autora raportu, sposobu wyznaczenia wspotczynnika
sprezystosci sprezyny metoda dynamiczng;

e ocene wspotczynnika sprezystosci sprezyny wynikajaca z wybranej metody dynamicznej;

e ostateczng ocen¢ wspotczynnika sprezystosci wynikajaca z wykonanych pomiarow.
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Jesli na ktorym$ z etapoéw analizy danych prowadzisz dopasowanie zaleznosci modelowe;j
metoda najmniejszych kwadratéw, obowiazkowo podaj posta¢ dopasowywanej funkcji oraz okresl
przyjete niepewnosci. Podaj uzasadnienie wyboru zmiennej niezaleznej, za wyjatkiem sytuacji, w
ktérych ona jest z gory narzucona. Przeprowadz walidacj¢ modelu uwzgledniajaca zasadnos$é
przyjetych niepewnos$ci pomiarowych. Jako wynik dopasowania podaj estymaty dopasowywanych
parametrOw wraz z ich niepewnos$ciami. W uzasadnionych przypadkach przedyskutuj istotnos¢
dopasowywanych parametréw. Do dobrej praktyki nalezy rowniez w przypadku dopasowania funkcji
opisanej wiecej niz jednym parametrem podanie kowariancji i wspotczynnikoéw korelacji parametrow
a takze wykresu reszt z tego dopasowania oraz jego dyskusja.

Pamigetaj tez, ze najcze$ciej uzywana metoda najmniejszych kwadratow wymaga wynikéw
pomiarowych, z ktorych kazdy uzyskany jest w niezaleznym akcie pomiarowym. Nie majg takiego
charakteru wielkosci uzyskane np. w wyniku odejmowania jednej ustalonej wartosci od
wszystkich wynikéw pomiarow, jesli warto$¢ odejmowana pochodzi z pomiaru.

V. Dodatkowe uwagi odnosnie do raportu

Nim przygotujesz raport, zaznajom si¢ z uwagami zawartymi w wymaganiach dotyczacych
raportu zamieszczonymi na stronie pracowni. Absolutnie zalecane jest takze swiadome przyjrzenie
si¢ redakcji tekstu, atakze tabel, rysunkéw i wzordéw, sposobow ich numerowania, tytutowania
I opisywania w dowolnym, ale wydanym przez uznane wydawnictwo, akademickim podreczniku
do fizyki, jak rowniez zajrzenie do kilku publikacji w réznych czasopismach naukowych, co moze
utatwi¢ podjecie decyzji co do podziatu Twego raportu na czgsci.

W raporcie obowigzkowo zamie$¢ wszystkie surowe wyniki pomiarow tak, aby si¢gajac
jedynie do raportu i bez potrzeby odwotywania si¢ do protokotu z doswiadczenia mozna bylo
wykona¢ pelna iniezalezng analiz¢ Twych danych. Pamigtaj, ze w niektorych przypadkach
uzasadnione jest przeniesienie tych danych do Suplementu. W przypadku bardzo duzej liczby danych
pomiarowych (np. zebranych komputerowo) dopuszczalne jest umieszczenie danych nie w formie
tabel, ale w formie wykresow. Wowczas oryginalne dane nalezy dotaczy¢ do raportu w formie
cyfrowej (np. w wiadomosci email do prowadzacego).

VI. Literatura uzupelniajaca

« F.C. Crawford, Fale, PWN, Warszawa 1972, str. 48 - 52, 100 — 102;

o C. Kittel, W.D. Knight, M.A. Ruderman, Mechanika, PWN, Warszawa 1969, Rozdziat 7;

e H. Szydtowski, Pracownia fizyczna wspomagana komputerem, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa, szereg wydan w latach 2003 + 2012;

e A.Zigba, Analiza danych w naukach scistych i technice, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa, 2013.

VII. Pytania i zadania definiujace wymagania do ¢wiczenia

Problem 1. Podaj posta¢ prawa Hooke’a i zdefiniuj precyzyjnie wszystkie wielkosci, ktore wystepuja
w jego sformutowaniu.

Problem 2. WyprowadZz réwnanie ruchu pojedynczego wahadla matematycznego w polu
grawitacyjnym.

Problem 3. Omow jakoS$ciowo charakter ruchu zadany rozwigzaniem rownania X = kX, gdzie zadana
stata k jest dodatnia.

Problem 4. Co to sg drgania wlasne?

Problem 5. Wytlumacz, na czym polega zjawisko dudnienia.

Problem 6. Jak dtugo i z jakim interwalem czasowym powinny by¢ zbierane dane wejsciowe, aby W
widmie transformaty Fouriera moc wyodrebni¢ czestotliwosci v; = 0,50 Hz oraz v, = 0,55 Hz.
Problem 7. Na rys. 3 zostato zaprezentowane zmierzone potozenie wahadla w trakcie jego ruchu.
Zaktadajac, Ze potozenie w funkcji czasu moze by¢ opisane funkcja x(t) = A cos(wt + @) wyznacz
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wartos$ci liczbowe parametrow A, w i ¢. Narysuj jak bedzie wygladato widmo transformaty Fouriera
tych drgan.

Problem 8. Na rys. 4 zostalo zaprezentowane zmierzone potozenie jednego z wahadel uktadu
wahadel sprzezonych w trakcie jego ruchu. Zaktadajac, ze potozenie w funkcji czasu moze by¢
opisane funkcjg x(t) = A cos(Q4t + @4) cos(Qst + @) wyznacz wartosci liczbowe parametrow A,
Qg4, Qs @4 1 @5 Narysuj jak bedzie wygladato widmo transformaty Fouriera tych drgan.
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wahadet sprzezonych w funkcji czasu

DODATEK A — Szczegolowy opis ruchu wahadel sprzezonych
W ¢wiczeniu rozwazamy jednakowe wahadla, tzn. maja one ten sam moment bezwtadnosci

I1 =12 =1, t¢ samg mas¢ m i t¢ samg odleglos¢ r $rodka ciezkosci od osi obrotu. Wahadta potgczone
sa sprezyna, ktorej punkty zaczepienia leza w odleglosci a od osi obrotu, tej samej dla obu wahadet.
Przyjmujemy tez, ze sprezyna podlega prawu Hooke’a o wspotczynniku sprezystosci k,
a W potozeniu rownowagi nie jest napigta. Ruch kazdego z wahadet jest ptaskim ruchem obrotowym
wokot ustalonej osi, a rdwnania ruchu majg postac:

2

Iid(zoi:ZDi,j’ =12, (A1)

dt 7
gdzie ¢ jest katem wychylenia i-tego wahadla z potozenia rownowagi, |i jest jego momentem
bezwladnosci wzgledem osi obrotu, natomiast Dij momentem j-tej sity dziatajgcej na i-te wahadto
wzgledem osi obrotu wahadta. Przejdziemy teraz do wyznaczenia jawnej postaci momentow sit.

Na kazde z wahadel dziataja dwie sity:
o sita cigzkosci P = mg przylozona w odlegtosci r od osi obrotu, 0 momencie D = mgrsing;
o sila sprezystosci F = —ko przytozona w odleglosci a od osi obrotu, gdzie 6 jest wydtuzeniem
sprezyny. Wyznaczymy warto$¢ tej sity.
Rysunek 4 ukazuje oba wahadta: jedno odchylone o kat ¢1, a drugie o kat ¢». Wspotrzedne
punktu zaczepienia sprezyny do wahadtla pierwszego (lewego) wynosza:

X, =asing,,
z, =acosg;,
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BADANIE DRGAN WAHADEL SPRZEZONYCH 6

natomiast wspoOtrzedne zaczepienia sprezyny do wahadta drugiego (prawego), to:

X, =L+asing,

Z, =acosg,.
gdzie L jest dlugoscig swobodng sprezyny. Z obu par wspotrzgdnych wyznaczamy odleglos¢ miedzy
punktami zaczepienia:

J(A2)" +(Ax)’ = \/(L +a(sing, —sing,))’ +a*(cosp, —cosg, )’ .

Ograniczymy si¢ do matych wychylen tak, aby
spetnione byty relacje:

cosp, x1~cosp,, sing ~g@, sing,~gp,, / ¢2AM
a wtedy wydluzenie spr¢zyny wynosi: NNV

é= (Ax)2 +(Az)2 —-L=a(p,—¢,).
Jesli, jak na Rysunku 4, przyjmiemy, ze ¢ > ¢,
to 0> 0 i sita dziatajaca na lewe wahadlo wynosi
ka(¢2 — ¢1) 1 wychyla je wprawo z potozenia
rownowagi. Na drugie wahadlo dziata sita
przeciwnie skierowana o tej samej warto$ci. Rys. 4. Sita sprezysta i jej moment

=y

Pozostaje nam wyznaczenie momentu sity sprezystej. Rysunek 4 ukazuje sile sprezysta F
skierowana wzdtuz spr¢zyny oraz jej rzut F1 = Fcosa na kierunek prostopadty do wahadta, gdzie kat
o jest katem miedzy sitg F a jej rzutem. Wyznaczymy teraz ten kat. Wektor A = (Ax,A;) taczacy
punkty zaczepienia sprezyn i skierowany od wahadta 1 do wahadta 2 ma sktadowe:

A =L+asing, —asing, =L+a(sing, —sing,),
A, =acosg, —acosg, =a(cosp, —Cosg, ),
a skoro wektor prostopadty do dowolnego wektora (ax,a;) zadany jest przez +(a;,—ax), wigc wektor
B = (Bx,Bz) prostopadty do osi wahadta lewego wynosi (wybieramy znak ,,+; znak ,,—” wyznacza
wektor skierowany przeciwnie):
B, =cos¢,, B,=-sing,.

Kat o wyznaczamy za pomocg iloczynu skalarnego:
(L+a(sing, —sing, ))cosep, —a(cosep, —cosg, )sing,

\/(L+ a(sing, —sin gol))2 +a’ (cosgp, —cosg, )’

Poniewaz interesuja nas mate katy ¢1 oraz ¢, wigc rozwijamy ten wynik wokot punktu ¢1 = ¢ =0
| otrzymujemy, Ze najnizszy (zerowy) wyraz rozwini¢cia daje cosa = 1. W rezultacie, interesujaca
nas skladowa momentu sily dzialajacej na wahadto 1 wynosi ka?(¢2 — ¢1). Identyczny wynik,
lecz z przeciwnym znakiem, znajdujemy dla momentu sity dziatajacej na wahadto 2.

Teraz juz mozemy wypisac posta¢ rownan ruchu wahadet:

cosSar=—— =
AB

d 2
! dtfl =-mgre, +ka’ (¢, - ¢,),

4 (A2)
I qu’z = —mgre, —ka* ((”2 - (01)-

Rownania te tatwo rozprzegniemy, gdyz dodajac je stronami, otrzymujemy:

d’(o +o

! % =-mgr (¢, +¢,),
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BADANIE DRGAN WAHADEL SPRZEZONYCH 7

a odejmujac stronami, znajdujemy:
d? ((01 ~— P )
dt?

wprowadzajg za$ nowe zmienne:

I =_mgr(¢1_¢2)_2ka2(¢1_¢2)’

V=@t @, V=01 =0,
otrzymamy dwa oddzielne réwnania oscylatorow harmonicznych:
d?y. mgr
2l :_a)lle”l’ a)lz = (A3)
dt I
d’y. ) ,  mgr+2ka’
ng:_a’zl//z’ Q=
Widzimy, ze ruch wahadet w pelni opisany jest przez dwie nowe wspotrzedne: ya(t) i yo(t) | dwie
czestosci w1 | ap. Wspotrzedne wi(t) i yo(t) nazywamy wspélrzednymi normalnymi, drgania
opisane tymi wspoOlrzgdnymi nazywamy drganiami wlasnymi uktadu lub modami uktadu,
a czestosci wr i ap czestosciami wlasnymi uktadu. Czestosci te wyznaczajg okresy wlasne drgan:

S Y

(A4)

@,

Zauwazmy, ze czesto$¢ wr jest czestoscig pojedynczego, nie sprzezonego wahadla oraz Ty > To.

Pojecie drgan wiasnych ukladu rozszerzamy na uktad nciat. W tym celu rozwazmy
odpowiednik uktadu rownan (Al) dla n ciat. Prawe strony tych rownan zalezg od wspoétrzednych ¢,
przy czym rozwazamy tu przypadek, w ktorym zaleznos¢ ta jest liniowa (sgdy nie jest to prawda,
to po zlinearyzowaniu otrzymujemy przyblizony opis w postaci tzw. matych drgan). Jesli zdotamy
znalez¢ takie przeksztalcenie liniowe zmiennych ¢i w nowy zestaw takich nzmiennych
ze dla kazdej z tych nowych zmiennych jej réwnanie ruchu przyjmuje posta¢ rownania pojedynczego
oscylatora harmonicznego, to méwimy, ze znalezliSmy drgania wlasne uktadu, czyli jego
wspolrzedne normalne i czestosci wlasne.

Rozwiazania rownan ruchu
Ogolne rozwigzania rownan (A3) i (A4):
v, (t) =y, cos(at) + %sin (1), w,(t)=w,cos(apt)+ %sin (w,t), (A5)
2
gdzie yio to wartosci ,,wychylen” y; w chwili t = 0, natomiast y;, to ,,predkosci” drgan y; w chwili

t = 0, wiodg nas do og6lnych rozwigzan uktadu rownan (A2):

1 1 J1o - Joo -
o (1) =3 (V) +v, (t)):z((//lo cos(a)lt)+%sm(a)lt)+y/20 cos(a)zt)+%sm(a)2t)},
1 2

(A6)

o, (t)zg(%(t)-% (t))zé(wm cos(a;lt)+%sin(a)lt)—w20 cos(a)zt)—li—zzosin(a)zt)j.

Mamy tu, zgodnie z regula, cztery state dowolne: dwa potozenia poczatkowe:

1
t = 0 = = —
oi( )= 2 (Vo +Vm), {Wlo = @10 T P

1 = - y
?, (t - 0) =0y, :E(Wm _W20)1 Wa = Pro — Pao
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BADANIE DRGAN WAHADEL SPRZEZONYCH 8

1 dwie predkosci poczatkowe:

do, (t ) 1,. .
% =@y =E(‘//10 ‘H//zo) . . .
t=0 N {l//lo =@ip T Py
dgoz(t) L _1( o ) Wao = Pro — Po-
qt B =@y = 5 Vio — V2o

Wypiszmy jeszcze rozwigzania dla indywidualnych wahadet wyrazone przez ich potozenia
i predkos$ci poczatkowe:

1
o (t)= E(((plo + ¢, )c0s(at) + P a)l%o sin(at) + (@1 — @y ) COS(t) + (pl‘)w 2t sm(a)zt)j,
2
(AT)

@y @,
Sposrod tych ogdélnych rozwigzan wybierzemy pewne trzy szczegolne.

1
¢2(t)=5(((p10+¢20)cos(a)1) P P g () — (3 — 9 )cOS(at) — P20~ %Osm(a)zt)].

a) Drganie wlasne — drgania w fazie. Wybierzmy drgania wtasne (A5) w formie:
v (t) =y cos(at), w,(t)=0,
a wtedy:
1 1
(1) = E‘//lo COS(a)lt), ?, (t) = EWlO COS(a)lt)

Ruch taki uzyskujemy wychylajac o ten sam kat oba wahadla w t¢ samg strong¢ i zwalniajac je
jednoczesnie, bez nadawania im predkosci poczatkowej. Uzyskujemy zsynchronizowany, zgodny
w fazie ruch obu wahadet z czestoScig an, tak jakby nie byly potaczone sprezyng i drgaty jedynie
pod wplywem sity cigzkosci.

b) Drganie wlasne — drgania w przeciwfazie. Wybierzmy drgania wtasne (A5) w formie:
i (t)=0, v, (t)=yycos(ayt),
a wtedy:
1 1
o (t)= SV cos(mt), o,(t)= —5Va cos(wyt).

Ruch taki uzyskujemy wychylajac o ten sam kat oba wahadla w przeciwna strong 1 zwalniajac je
jednoczesnie, bez nadawania im predkosci poczatkowej. W tym ruchu wahadta synchronicznie
zblizajg si¢ 1 oddalaja od siebie.

c) Dudnienia. Dobierzmy teraz takie uruchomienie obu wahadet, kiedy to jedno wahadto,
np. pierwsze, jest wychylone o pewien kat, a drugie utrzymujemy w potozeniu rownowagi i oba
zwalniamy jednocze$nie, bez nadawania im predkosci poczatkowych. Wtedy rozwigzanie (A6)
przyjmie postac:

1 + —
21(t) =5 910 (cos(et) + cos(ayt)) = oy COS[%QCOS(% n tJ,

1 . a, + o, . ., — @
P, (t)ZE(”lo (COS(a)lt)—COS(a)Zt)):golOSIn( 2 , lthIn(%tJ-
Zdetiniuyjmy nowe czgstosci:
2
Qs:% 0,=%2"% qq _l(wz_ z)zka

’ 2 S VAN 21

(A8)
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BADANIE DRGAN WAHADEL SPRZEZONYCH 9
1 zwigzane z nimi okresy drgan:
2r 21T, 2r 21T,
T=—=—"%, Tj=—=—22,
Q. T, +T, Q, T,-T,
Poniewaz Qs > Qq, wigc Ts < Tq, a to czyni, ze rozwigzania (A8) mozemy zapisa¢ w formie
@ (t)=A(t)cos(Qt), A (t)=p,cos(Qyt),
@, ()= A (t)sin(Qt), A (t)=g,sin(Qt).

Wychylenia @1 oraz ¢2 zapisane w takiej formie
przedstawiajg ruch z czestoscig Qs | amplitudg
Ai(t). Interpretacja taka staje si¢ tym bardziej
wyrazna, im wielkosci Ai sg wolniej zmienne
w czasie, a wiec im bardziej czesto$¢ Qs jest
wicksza od czestosci Qq. Ilustracje amplitudy
takich drgan przedstawia Rysunek 5, ukazujacy czas t
wychylenia g1 i ¢, gdy czestosé Qs jest 20 razy
wicksza od czestosci Qq. Zjawisko periodycznej
zmiany amplitudy nazywamy dudnieniem,
w tym wypadku dudnieniem z czestoscig Q.
W czasie ruchu energia przekazywana jest
migdzy wahadtami: gdy jedno z nich spoczywa,

wychylenie ¢

M | L "nwn\I ﬁ

wychylenie ¢,

czast

wowczas drugie wykonuje drgania
z maksymalng amplituda, nastepnie oba drgaja z Rys. 5. Tlustracja zjawiska dudnien
posrednimi amplitudami, a potem drugie
zatrzymuje si¢ w potozeniu rownowagi, podczas gdy pierwsze drga z maksymalng amplituda.
Dudnienia ukazane na Rysunku 5 uzyskaliSmy sktadajac dwa cosinusoidalne, zgodne
w fazie drgania wzdtuz tego samego kierunku i 0 tej samej amplitudzie. Podobne wyrazenie
otrzymamy sktadajac dwa drgania sinusoidalne.

DODATEK B - Transformata Fouriera

Transformacja Fouriera rozktada dowolng funkcje¢ okresowg na szereg funkcji okresowych tak,
ze uzyskana transformata podaje w jaki sposob poszczegolne czestotliwosci sktadajg si¢ na pierwotng
funkcje. W ten sposob uzyskujemy informacj¢ na temat widma sygnatlu czyli jego reprezentacji
czestotliwosciowe;.

Niech f(t) bedzie funkcja taka, ze f jest catkowalna w zbiorze R. Wéwczas funkcje F dang
wzorem

Fw) = [T7f(t) - e 2t dt (B1)

nazywamy transformata Fouriera (ang. FT — Fourier transform) funkcji f. Odwzorowanie F(f)
przyporzadkowujace funkcji f jej transformat¢ F nazywamy przeksztalceniem (transformacija)
Fouriera. Mozna pokazaé, ze jesli f i F sg catkowalne, to
f©) =17 F@) - e . (B2)
Odwzorowanie to oznaczamy symbolem F~! i nazywamy przeksztalceniem odwrotnym
(transformacja odwrotng) Fouriera (ang. IFT — inverse Fourier transform), a funkcje F~1(F)
nazywamy transformata odwrotng. Nalezy zaznaczy¢, ze uzywanie terminu transformacja odwrotna
jest tutaj pewnym naduzyciem, bowiem nie kazda transformata funkcji musi by¢ funkcja catkowalng.
W praktyce (m. in. w niniejszym ¢wiczeniu) czesto zmienna t 0znacza czas (w sekundach),

wowczas argument transformaty v oznacza czestotliwos¢ (W Hz = 1/s). Czyliv = % = % gdzie w
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jest czestoscig kotowa, a T jest okresem funkcji okresowej. Jesli obserwowany sygnat w funkcji czasu
jest postaci A cos(wgt) = Acos(2mvyt), woOwczas jego transformata Fouriera w funkcji
czestotliwosci wyraza si¢ nastepujaco:

+00 ' +00 eZnivot + e—ZTrivot) ]
F(v) = f Acos(2mvot ) - e72mdt = f A( > ) em2mity gy
—® +00 _Oo+oo
— éf e—Zn'i(v—vo)tdt +éf e—2m’(v+v0)tdt
2) o 2)_»
A A
=3 2o (v —vy) + R 26 (v +vy) = An[(v +vy) + 6(v — vy)]
f T=2l=i F

~V Yo v

Rys. 6. Transformata Fouriera funkcji f(t) = A cos(wgt).

Jak mozna zobaczy¢ na Rys. 6 wyraz § (v — v,) oznacza obserwacj¢ w widmie bardzo ostrego piku
0 charakterze delty Diraca dla czgstotliwosci rownej czgstotliwosci drgan (v = vy). Wyraz §(v + v)
odpowiada analogicznemu pikowi dla v = —v,, jednak jest to rozwigzanie niefizyczne.

W przypadku sygnatu bedacego sktadowa wigcej niz jednego sygnalu okresowego
W otrzymanym widmie beda widoczne skltadowe o rdéznych czestotliwosciach. Na przyktad dla
rozwazanych w niniejszym ¢wiczeniu przypadku dudnien, zgodnie ze wzorem (A8) wyprowadzonym
w Dodatku A, obserwowany jest sygnat:

1 1
cos(Qg4t) cos(Q,t) = 3 (cos(w4t) + cos(w,t)) = > (cos(2mv4t) + cos(2mv,t))
i Qg =

Wy —Wq
2

wq1+wy

gdzie Q, =

. Transformata Fouriera takiego sygnatu bedzie rowna:

+ 00 1 '
F(v) = f 7 (cos(2mv;t) + cos(2mv,t) ) - e2mitv gy

400

1 [+ 1 -
= Ef cos(2mv,t) - e 2mtV (¢ +Ef cos(2mv,t) e 2V dt =

=n[ld(v+v)+o(v—v)+o(v+v,)+5(v—1v,)]

Co oznacza, ze w widmie (rys. 7) beda widoczne dwie czestotliwosci odpowiadajgce
czestotliwosciom wlasnym drgan wahadta w fazie (v = v;) I w przeciwfazie (v = v,).

Nalezy zauwazy¢, ze transformata Fouriera moze by¢ funkcjg urojong (na przyktad dla funkcji
sinus) lub w ogolnosci funkcjg zespolong. Zatem przy wykonywaniu wykreséw widma wygodne jest
przedstawianie jej modutu |F(v)| = J Re?(F) + Im?(F). Wowczas wykres widma amplitudowego
(wykres modulu) pokazuje jakie sg amplitudy skladowych widmowych sygnalu o réznych
czestotliwosciach.
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; 7,272
Q. v,

H\ﬂ ﬂﬂﬂn | hﬂﬂ

BT RHS

<> o7 B 2 >

VoV iV, v

Rys. 7. Transformata Fouriera funkcji f(t) = cos(Q4t) cos(Q4t) = %(cos(valt) +
cos(2mv,t)).

Poniewaz w praktyce w wyniku pomiaréw otrzymujemy dane o charakterze dyskretnym
anie cigglym, konieczne jest zdefiniowanie dyskretnego odpowiednika ciaglej transformaty
Fouriera. W tym celu nalezy ciagla calk¢ zastapi¢ sumg dyskretnych wartosci. Dla N-elementowego
ciggu dyskretna transformate Fouriera (ang. DFT — discrete Fourier transform) definiujemy jako:

27l
"k ke{0,1,..,N—1}, (B3)

Fe = g;&xn'e_lv

gdzie xy, ..., xy_1 to probki sygnatu. W rezultacie otrzymuje si¢ dyskretny, N-elementowy, rozktad

2Vmax

czestotliwosci W zakresie [—Viax Vmax] Z rozdzielczoscig Av =
1 1 S 1

Y (1 - ;). Dla duzej liczby danych (ﬁ < 1),

zakres spektralny jest okreslony w gldéwnej mierze przez interwat czasowy danych wejsciowych.

Maksymalna mozliwa do uzyskania czestotliwos$¢ widma jest okreslona przez czgstotliwosé Nyquista

. Maksymalna mozliwa

do uzyskania czgstotliwosé widma wynosi vy, g, =

I WYNOSi Vypax = ﬁ. Czyli im mniejszy interwat migdzy danymi, tym w wyniku transformacji
Fouriera uzyskuje si¢ szersze spektrum. Dlatego dla sygnatow o stabilnym widmie, gdy zalezy nam
na doktadnym rozréznieniu sktadowych czgstotliwosciowych stosuje si¢ wieksze interwaty danych
wejsciowych. Z Kkolei przy analizie szybkozmiennego widma stosuje si¢ mate interwaly danych
wejsciowych, godzac si¢ na mniej doktadng analize sktadowych, zyskujac w zamian szerszy zakres
spektralny. Z drugiej strony spektrum sktada si¢ z takiej same;j liczby elementow jak dane wejsciowe,
tak wigc zwiekszenie liczby pomiarow poprzez wydtuzenie catkowitego czasu pomiaru przy

zachowaniu ich interwalu czasowego prowadzi do zwiekszenia rozdzielczosci spektralne;.

Liczenie DFT z definicji wymaga duzych mocy obliczeniowych co mocno ogranicza uzycie
tego algorytmu. W roku 1965 J. Cooley i J. Tuckey opublikowali pracg pod tytutem ,,An Algorithm
for the machine computation of complex Fourier series” [Math. Comput. 19, str. 297-301, 1965],
w ktorej zaprezentowali szybszy algorytm liczenia dyskretnej transformaty Fouriera powszechnie
znany jako szybka transformata Fouriera (ang. FFT — fast Fourier transform). Celem FFT jest
zmniejszenie dlugiego algorytmu obliczeniowego przez jego podziat na krotsze i prostsze obliczenia
DFT i skrocenie czasu obliczen. Obecnie do obliczen transformaty Fouriera najczgsciej stosuje sie
biblioteke FFTW (ang. fastest Fourier transform in the West). Jest to bardzo szybka biblioteka
transformat Fouriera wykorzystujgca poza standardowymi wariantami algorytmu FFT Cooley —
Tukey’a (dobry dla poteg 2), rowniez algorytmy przydatne dla duzych liczb pierwszych (takie jak
algorytm FFT Rader’a oraz algorytm FFT Bluestein’a). Wigcej informacji na temat tego algorytmu
mozna znalez¢ na stronie: http:/fftw.org/. W przypadku uzywania FFT nalezy zwroci¢ uwage
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na zjawisko tzw. przecieku widma. W rzeczywistych sygnatach zmierzona funkcja oscylujaca nie jest
okreslona w calym zakresie czasu, ale jak kazdy pomiar, jest ograniczona w czasie. W obliczeniach
zaktada sie, ze cze$¢ sygnatu poddawana transformacji Fouriera stanowi okres sygnatu. Prowadzi
to do faktu, ze zamiast ostrego piku dla czestotliwosci odpowiadajacej czestotliwosci sygnatu
obserwuje si¢ w widmie obecno$¢ innych czestotliwosci. Zjawisko przeciecku widma mozna
wytlumaczy¢ jako mnozenie sygnatu przez funkcje okna prostokatnego, czyli funkcje, ktéra ma
wartos$¢ 1 dla probek branych do transformaty i 0 dla pozostatych. Widmo okna prostokatnego jest
proporcjonalne do funkcji sinc, czyli sin(x)/x. Mnozeniu w dziedzinie czasu odpowiada splot
W dziedzinie widma. Jezeli okno prostokatne nie obejmuje wielokrotno$ci okresu sygnatu,
rzeczywiste widmo sygnatu 1 widmo okna prostokatnego "rozjezdzajg si¢" przy obliczaniu splotu.
Wynikiem tego sa zafalowania charakterystyki widmowej. Nie da si¢ tego problemu w petni unikna¢,
ale mozna zredukowac¢ jego skutki stosujac funkcje okna inne niz prostokatne (np. takie, ktorych
amplituda jest bliska zeru na skraju okna). W przypadku prostego sygnatu okresowego przecieki
stanowig niewielki problem, ale w przypadku sygnaléw o zlozonym widmie, przecieki
od poszczegodlnych sktadowych sumujg si¢ z innymi sktadowymi widmowymi, znieksztatcajac ich
amplitudy.

Opracowat: NN.
Uzupetnili: Roman J. Nowak i Andrzej Witowski, 16 stycznia 2017 r,
Aneta Drabinska, 8 kwietnia 2021 r.
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