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Iteracyjna metoda najmniejszych kwadratow

Stosujagc metode najmniejszych kwadratow do tej pory zakladaliémy, ze posta¢ funkcji
f(x;,ay, ..., a;) opisujacej model pozwala na analityczne zminimalizowanie funkcji > w celu
wyznaczenia wartosci parametréw modelu. W przypadku gdy posta¢ funkcji modelu nie pozwala
na analityczne wyprowadzenie parametrow (a4, ..., ax), jest on trudniejszy w oszacowaniu i czesto
wymaga przyblizeh numerycznych. Wykorzystujac rdézne algorytmy numeryczne np.: metode
Newtona, metode najwickszego spadku, algorytm Levenberga-Marquardta mozna startujac z danego
punktu poczatkowego (poczatkowego przyblizenia), poprzez kolejne, iteracyjnie uzyskiwane,
przyblizenia uzyska¢ zbiezno$¢ do optymalnej estymaty parametréw (a, ..., a;) wedlug metody
najmniejszych kwadratow. W dalszym ciggu zakladamy, ze najlepszym dopasowaniem modelu
f(x;,aq,...,a;) do serii danych pomiarowych (x;y; £ 0;) jest to minimalizujace
XZ — Z?I=1 (J/i—f(xi;L---,ak))z_
l
Procedura optymalizacji polega na wykonaniu kolejnych krokéw:

1. Zdefiniowaniu poczatkowych wartosci parametrow modelu (a?, ..., a}) tak, aby byly one
bliskie rzeczywistym wartosciom parametréw (aq, ..., a;) i umozliwialy otrzymanie
zbieznosci algorytmus;

2. Okresleniu tolerancji 6 y? zmian funkcji #2;
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Obliczeniu funkcji #? dla parametréw poczatkowych: y%(a®) = YN, b f(xuazl' ab) ;

i
4. Obliczenie ,lokalnie” optymalnej korekcji estymat oraz iteracyjna zmiana parametréw
(ai, s af;), do momentu spetienia warunku, ze kolejne wartosci funkcji 2 nie réznig sie

od siebie o wigcej niz zatozona tolerancja.

W celu obliczenia niepewno$ci uzyskanych wartosci wspotczynnikow (ay, ..., a;) ponownie
korzysta si¢ z propagacji matych bledow przyjmujac, ze niepewnos$¢ pomiarowa wynika tylko
Z niepewnosci zmienne;j Y.

Istnieje jednak szereg przykladéw funkcji, w ktorych parametry pojawiaja si¢ w formie
nieliniowej, ale po wykonaniu zamiany zmiennych, zalezno$ci te mozna przeksztalci¢ do postaci
liniowej funkcji szukanych parametrow — by¢ moze kosztem przedefiniowania niektorych z nich.
Po wyznaczeniu ocen parametrow zalezno$ci liniowej oraz ich niepewnosci i oceny kowariancji,
odwracamy transformacje 1 uzyskujemy oceny parametrow zaleznos$ci oryginalnej, a ich niepewnosci
1 ocen¢ ich kowariancji wyznaczamy na podstawie wzoru na propagacj¢ matych btedow. Jesli
niepewnosci zmiennej zaleznej sa na tyle male, Zze przyblizenie propagacji matych bledow jest
wystarczajaco doktadne, to oceny wartosci parametrow uzyskane na podstawie zlinearyzowanej
zalezno$ci sa bardzo bliskie warto$§ciom wynikajacym z metody najmniejszych kwadratow
zastosowanej do oryginalnego problemu.

Niepewnosci oraz korelacje funkcji

Dla funkcji f(xq, x5, ..., x,) Zmiennych x;, ktorej rozwinigcie:

af
f(xli X2y e 'xn) ~ f(:uli Uz, ... '.un) + Z?:la_xi (xi - .ul) (1)
do wyrazow liniowych wokot punktu (uq, us, ..., ty) dostarcza jej akceptowalnej aproksymacji
w przestrzeni zmiennych x; w hiperkostce o rozmiarach kilku niepewnosci Ui, wzor na niepewnosc¢

wartosci tej funkcji przyjmuje postac:
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W przypadku dwoch funkcji  f(xq, x5, ..., x,) Oraz g(xq, Xy, ...,%X,) Zmiennych X
0 niepewnosciach Ui, do ktérych to funkcji majg zastosowanie zatozenia dotyczace wyznaczania
niepewnos$ci wielko$ci posrednio mierzonej (przenoszenia niepewnosci), ocena kowariancji miedzy
tymi funkcjami przyjmuje postaé:

of 89 2 of dg
Sfg = Li=1 ox; axiu’l +Zl=1,]¢laxi ox; Sij- (3)

Nalezy zwrdci¢ uwage na nastepujacy fakt: nawet gdy zmienne Xi sa statystycznie niezalezne,
funkcje f i g pozostajg skorelowane — fluktuacje warto$ci zmiennych wymuszaja odpowiednig
wspotzmienno$¢ wartosci tych funkcji.



