PODSTAWY ANALIZY DANYCH POMIAROWYCH CZ. 3

Test 3o
Jednym z najprostszych testow zgodnosci wynikow jest tzw. test 3o, spotykany w dwoch typach
zagadnien:

» Hipoteza teoretyczna glosi, ze wielko$¢ mierzona ma warto$¢ u, a wynik pomiaru X tej wielko$ci
jest warto$cig zmiennej losowej o warto$ci oczekiwanej u | dyspersji o, gdzie o jest pierwiastkiem
kwadratowym z wariancji. Test prowadzimy w ten sposob, ze wyznaczamy warto$¢
|x — u| i sprawdzamy, jak uzyskana warto$¢ ma si¢ do wartosci 3o. Jesli |x —u| > 30,
to odrzucamy hipoteze o wartosci ¢ wielko$ci mierzonej, jesli za$ |x — u| < 3o to wnioskujemy,
ze hipoteza nie jest sprzeczna z danymi.

* Hipoteza teoretyczna glosi, ze dwa pomiary uzyskane r6znymi metodami (w roznych warunkach)
sg pomiarami tej samej wielkosci. Niech wynik X uzyskany jedng metoda bedzie warto$cia
zmiennej losowej o dyspersji ox, zas wynik y uzyskany drugg metodg bedzie wartoscig zmienne;j
losowej o dyspersji gy. Test prowadzimy w ten sposob, ze wyznaczamy warto$¢ |x — y|
i sprawdzamy, jak wartos¢ ta ma si¢ do wartosci 30; gdzie 0 = o + g5 . Ponownie jesli
|x — y| > 30, to odrzucamy hipotezg, ze oba pomiary dotyczyly tej samej wielkosci (odrzucamy
hipotez¢ o rownosci warto$ci oczekiwanych zmiennych X i y). Je$li za$ |[x —y| < 30,
to wnioskujemy, ze hipoteza nie jest sprzeczna z danymi.

Nalezy podkresli¢, ze w przypadku, gdy test 3¢ nie odrzuca hipotezy, nie oznacza to,
ze udowodniliSmy jej shusznos¢, a jedynie godzimy si¢ z nia, gdyz nie jest sprzeczna z danymi.
Jesli pomiary opisywane si¢ rozkltadem Gaussa, to testowi mozna nadaé interpretacje

probabilistyczng: dopuszczamy odrzucenie prawdziwej hipotezy nie czgsciej niz 3 razy na 1000

decyzji (poziom istotnosci testu wynosi 0,003). Zastapienie testu 3¢ analogicznym testem 26 oznacza

odrzucanie prawdziwej hipotezy nie cze¢sciej niz 1 raz na 20 decyz;ji.
UWAGA: W praktyce na 0got nie znamy warto$ci dyspersji o, a jedynie jej oszacowanie u, czyli
niepewno$¢ standardowg catkowitag wyniku pomiaru.

Metoda najmniejszych kwadratow

Zalozmy, ze wielkosci fizyczne X 1y wigze zalezno$¢ y = f(x,aq,a,,...,a;) , gdzie a;
sg nieznanymi nam parametrami. Dla N > k réznych wartosci Xi mierzymy odpowiadajace im
wartosci Vi (i = 1, 2, ..., N). Metoda najmniejszych kwadratow pozwala na wyznaczenie wartosci
parametréw aj oraz ich niepewnosci na podstawie tych pomiarow.

Wyznaczenie wartoéci parametrow aj odbywa sie poprzez zadanie minimalizacji funkcji y2, ktora
mierzy odchylenie zadanej zalezno$ci funkcyjnej od punktow doswiadczalnych, tzw. reszt (&;)
w stosunku do odchylenia standardowego (o;):

0 = iy G - B, ot entemn) @
L L
wzgledem parametrow a4, a,, ..., ay.
Oznacza to rozwigzanie uktadu k rownan na kK wspotczynnikow:
ax?
v
Stosujac metode najmniejszych kwadratdow wykorzystujaca odchylenie standardowe o;, na ogot
nie znamy jej wartosci i dlatego w praktyce w ich miejsce stosujemy oszacowania Ui, czyli
niepewnosci standardowe wynikéw pomiaru. Dodatkowo metoda ta zaktada, ze dla dokladnie
ustalonej warto$ci zmiennej niezaleznej Xi, wykonywany jest pomiar zmiennej zaleznej, w ktorego
wyniku otrzymujemy warto$¢ i z niepewnoscig Ui. W praktyce najczesciej spotykamy problemy,
w ktorych obie zmienne sg wyznaczane z niepewnosciami. Jesli chcemy uzyska¢ wyniki analityczne
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w formie zamknigtej, to nadal stosujemy najprostsza forme¢ metody najmniejszych kwadratow,
a za zmienng niezalezng (X) przyjmujemy wielko$¢ znang doktadnie;.

W celu obliczenia niepewnosci uzyskanych warto$ci wspotczynnikow a4, a,, ..., a; korzysta si¢
ze wzoru na blad posredni funkcji zaleznej od parametrow f(y)(ay(v;), @z (), ., ax(y))
przyjmujac, ze niepewnos$¢ pomiarowa wynika tylko z niepewno$ci zmiennej y

2
of = Lo (3) (2)

W przypadku gdy niepewnos$ci pomiarowe sg nieznane, to przyjmuje si¢ ze sa takie same i Szacuje
si¢ je z rozrzutu danych pomiarowych, zaktadajac, ze sa rowne odchyleniu standardowemu reszt (S)
opisanego zalezno$cia:

2 =23 (v — fx @y, r @) = 22N €. 3)
gdzie d = N —k to liczba stopni swobody (liczba niezaleznych wynikow obserwacji (N)
pomniejszonej o liczbe zwigzkéw (K), ktore tacza te wyniki ze sobg). Jest to rownowazne
zZ zapostulowaniem, ze y? = N — k, czyli warto$ci oczekiwanej rozktadu.

Warto zwr6ci¢ uwage, ze metoda najmniejszych kwadratow jest bardzo czula na punkty
najbardziej oddalone od Sredniej, ktore moga wprowadzi¢ najwigkszy btad. Jesli mamy w danych
pojedyncza zakldcajaca obserwacje bardzo oddalong od reszty, przyciagnie ona do siebie lini¢ trendu.
Takie zjawisko jest niestety czeste w realnych danych, nie nalezy wigc stosowaé metody
najmniejszych kwadratoéw bez sprawdzenia (chocby na wykresie rozrzutu) braku elementoéw
odstajacych i ich usunigcia.

Test y? Pearsona

Majac dwie serie pomiarow X iy, przyjmujac, ze warto$¢ X jest mierzona doktadnie, a oi jako
dyspersje wartosci Vi, wartosé 2 zdefiniowana wzorem (1) poprzez poréwnanie z modelowym
rozktadem y? dla okreslonej liczby stopni swobody pozwala osadzi¢ zasadnoéé wyboru zaleznosci
teoretycznej y = f(x).

Rozklad y? o liczbie stopni swobody rownej d (Rysunek 1), to rozklad zmiennej losowej, ktora
jest suma d kwadratow niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozktadzie normalnym.
Warto$¢ oczekiwana (Srednia) tego rozktadu jest rowna d natomiast jego odchylenie standardowe

wynosi v2d.
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Rysunek 1. Rozklad y? w zaleznosci od liczby stopni swobody (d)
z zaznaczonym dla d = 9, poziomem zgodnos$ci o = 0,05 i odpowiadajaca mu

wartoscia krytyczng yZ,.
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1. Jednym ze sposobow na walidacje stosowanego modelu jest poréwnanie otrzymanej Warto$ci y 2
z wartoécig krytyczng (y2,) rozktadu dla zadanej liczby stopni swobody d i poziomu zgodnosci o
(Tabela 1). Jesli y? > yZ, to odrzucamy model jako sprzeczny z danymi na zadanym poziomie
ufnosci. Jesli y2 < y2, to przyjmujemy, ze zaproponowany model jest niesprzeczny z naszymi
danymi. Czesto stosowanym punktem odcigcia miedzy wynikami istotnymi i nieistotnymi jest
poziom zgodnosci 0,05. Warto zauwazy¢, ze jesli otrzymana warto$é y? jest wyraznie mniejsza
od liczby stopni swobody (wartosci oczekiwanej rozktadu), to najprawdopodobniej pomiary nie
byly niezalezne lub przeceniliSmy wartosci niepewno$ci pomiarowych. Wynika to z faktu,
ze dane podlegaja pewnemu rozkladowi, wigc bardzo mato prawdopodobne jest, aby wszystkie
otrzymane wyniki tak dobrze pasowaty do modelu teoretycznego.

2. Jesli dysponujemy oprogramowaniem, ktory umozliwia wyznaczanie dystrybuanty rozktadu
(catki rozktadu prawdopodobienstwa), lepiej jest, w miejsce wartosci krytycznej, podawac
tzw. prawdopodobienstwo testowe (wartos¢ p, p-wartos¢), prawdopodobienstwo ze zmienna
rozktadu y? przyjmie warto$¢ wieksza niz warto$é y? uzyskang z danych. Jesli wartos¢ p jest
nizsza, niz przyjety z gory poziom istotnosci statystycznej mozna postepowac tak, jakby hipoteza
zostala odrzucona. Podejscie to dostarczajac czytelnikowi informacje o poziomie zgodnos$ci (a)
jaki nalezy dopusci¢ aby moc przyja¢ prawdziwos$¢ badanego modelu, umozliwia mu wyrazenie
wlasnej opinii W tej kwestii (jak rowniez pozwala mu zorientowac si¢ w jakosci i rygoryzmie
Twych decyzji).

3. Poniewaz warto$¢ y? zalezy od liczby stopni swobody, czyli liczby danych pomiarowych, czesto
wygodniej jest do walidacji modelu uzy¢ wartosci zredukowanej 2, czyli wartosci x?
przypadajacej na stopien swobody:

X ==x% 4)
gdzie, podobnie jak poprzednio, d = N — k to liczba stopni swobody. Oczekiwana warto$é x2
jest bliska 1, wiec doswiadczalne wartosci wokot wartosci 1 oznaczaja dobre dopasowanie modelu
do danych dos$wiadczalnych, i oznacza to, Zze rdéznice migdzy danymi i modelem sg rzedu
niepewnosci. Jesli niepewnosci sa przeszacowanie warto§é y2 bedzie znacznie mniejsza od jeden,
za$ w przypadku niedopasowania modelu lub niedoszacowanych niepewnosci, warto§é y2 bedzie
znacznie wieksza niz 1. Warto jednak zauwazy¢, ze termin ,,bliska 17, oznacza dla poziomu
zgodnosci @ = 0,05 i dla d =1 warto§¢ y2=3,84, dla d =10 warto§¢ y2 =183,
adlad = 30 warto$¢ y2 = 1,46.

Wazne jest aby pamietaé, Zze stosujac test x> Pearsona nie uwazamy, ze udowodniliSmy

stuszno$¢ badanego modelu, lecz jedynie z pewnym prawdopodobienstwem stwierdzamy jego

niesprzecznos$¢ z obserwowanymi danymi.

Warto podkresli¢, ze do zastosowania testu 2 Pearsona niezbedna jest wiedza na temat niepewnosci

pomiarowych zmiennej zaleznej. W przypadku braku takiej informacji metoda najmniejszych

kwadratow zaktada niepewnosci réwne $redniej odchylenia standardowego reszt co prowadzi

, . - _ 1 onN 8-2 _ 11 N 2 _ 1 1 N 2 _

do warto$ci X=X =75 Ri= 6 = TN g i=1E = 1
d“i=1°<i

czyli wartosci oczekiwanej, co uniemozliwia sprawdzenie modelu przy uzyciu tego testu.

UWAGA NOMENKLATUROWA!
Klasyczna statystyka matematyczna rozréoznia dwa rodzaje testow: parametryczne
I nieparametryczne. Przedmiotem pierwszych jest weryfikacja warto$ci parametru (np. test 3o,
test t-Studenta) w kontekscie ktorych uzywa si¢ terminu ,,istotno$¢”. Sg to wigc testy istotnosci
na zadanym poziomie istotnosci. W tescie nieparametrycznym przedmiotem testu jest zaleznosc¢
matematyczna (np. test 2 Pearsona). W odniesieniu do takich testow uzywany jest termin
,»Zgodnos¢”, a wigc moéwimy o tescie zgodnosci na zadanym poziomie zgodnosci.
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Tabela 1. Warto$ci krytyczne rozktadu 2 dla zadanej liczby stopni swobody d i wybranych pozioméw
zgodnosci a.

Poziom zgodnosci o

Wartosci krytyczne y7,., dla podanych liczb d stopni swobody

d=1| d=2| d=3| d=4| d=5| d=6| d=7| d=8| d=9| d=10

0,001 10,83 | 13,82| 16,27| 18,47| 20,51| 22,46| 24,32| 26,12| 27,88| 29,59
0,003 9,00 11,83| 14,16| 16,25| 18,21| 20,06| 21,85| 23,57| 2526| 26,90
0,005 7,88 10,60 | 12,84| 14,86| 16,75| 1855| 20,28| 2195| 2359| 2519
0,010 6,63 9,21 11,35 13,28 | 15,08| 16,81| 1847| 20,09| 2167| 2321
0,050 3,84 5,99 7,82 9,49 11,07 12,59 | 14,07| 1551| 16,92| 18,31
0,100 2,71 4,61 6,25 7,78 9,24 10,64 | 12,02| 13,36| 14,68| 1599
d=11| d=12| d=13| d=14 | d=15| d=16| d=17| d=18| d=19| d=20

0,001 31,26 3291| 3453 36,12| 37,70| 39,25| 40,79| 42,31| 4382| 4531
0,003 2851| 30,10| 3166| 33,20| 34,71| 36,22| 37,70| 39,17| 40,63| 42,08
0,005 26,76 | 28,30| 29,82| 3132| 3280| 34,27| 3572| 37,16| 38,58| 40,00
0,010 24,73| 26,22| 2769| 29,14| 3058| 32,00| 3341| 3481| 36,19| 3757
0,050 19,68 21,03| 22,36| 23,68| 2500 26,30| 2759| 2887| 30,14| 3141
0,100 17,28 | 1855| 19,81 | 21,06| 22,31| 2354| 24,77| 2599| 2720| 2841
d=21| d=22| d=23 | d=24| d=25| d=26| d=27| d=28| d=29| d=30

0,001 46,80 | 48,27| 49,73| 51,18| 52,62| 54,05| 5548| 56,89| 58,30| 5970
0,003 4352 | 4494| 46,36| 47,76| 49,16| 5055| 51,93| 53,31| 54,68| 56,04
0,005 4140| 42,80| 44,18| 4556 | 46,93| 4829 | 49,65| 50,99 52,34 53,67
0,010 38,93| 40,29| 4164| 4298| 4431| 4564 4696| 48,28| 49,59| 50,89
0,050 32,67| 3392| 3517| 36,42| 37,65| 38,89 40,11| 41,34| 4256 | 43,77
0,100 2962| 3081| 32,01| 33,20 34,38| 3556| 36,74| 37,92 39,09| 40,26




