PODSTAWY ANALIZY DANYCH POMIAROWYCH CZ. 2

Rozklad normalny
Jednym z najwazniejszych rozktadéw prawdopodobienstwa jest rozktad normalny. Jest on bardzo
czesto obserwowany, gdyz, jesli jakas wielko$¢ jest sumag lub srednig bardzo duzej liczby zmiennych
losowych, to niezaleznie od rozktadu kazdego z tych czynnikoéw jej rozklad bedzie zblizony do
normalnego. W szczegdlno$ci wielokrotne powtarzanie tego samego pomiaru daje wyniki rozrzucone
wokol okreslonej wartosci. Jesli wyeliminujemy wszystkie wigksze przyczyny bledow, zaktada sie,
ze pozostate mniejsze bledy musza by¢ rezultatem dodawania si¢ do siebie duzej liczby niezaleznych
czynnikéw, co daje w efekcie rozktad normalny. Odchylenia od rozktadu normalnego rozumiane sg
jako wskazowka, ze zostaly pominigte bledy systematyczne. To stwierdzenie jest glownym
zalozeniem teorii niepewnosci pomiarowych. Cho¢ rozklad normalny jest czesto stosowanym
zatozeniem, nigdy nie jest S$ciSle realizowany. Ma on bowiem niezerowg gestosé
prawdopodobienstwa dla dowolnej warto$ci zmiennej losowej, podczas gdy w rzeczywisto$ci
zmienne s3 zawsze ograniczone, a cz¢sto nieujemne. Mimo to rzeczywisty rozktad jest czesto bardzo
zblizony do normalnego, stad zwykle zaktada si¢, ze zmienna ma rozktad normalny. Nie nalezy
jednak robi¢ tego bez sprawdzenia jak wielkie sg rozbieznos$ci. Rozklady dalekie od normalnego
(np. z elementami odstajagcymi) mogg sprawié¢, ze wyniki metod statystycznych beda mylnie
interpretowane. Przyktadem sa tu metody regresji liniowej oraz korelacji Pearsona, ktore, choé
zdefiniowane dla dowolnych rozktadoéw, maja sensowng interpretacje tylko dla wielowymiarowego
rozktadu normalnego wektora probki. Jesli w probce wystepuja na przyklad elementy odstajace,
Co jest szczegdlnym przypadkiem rozkladu dalekiego od normalnego, korelacja moze przyjac
dowolng warto$¢ miedzy —1 a +1, bez wzgledu na rzeczywista zalezno$¢ migdzy zmiennymi
losowymi. Takze regresja bedzie dawata bledne rezultaty.
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego ze $rednig u i1 odchyleniem
standardowym o jest przyktadem funkcji Gaussa opisanej wzorem:
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Wykres funkcji prawdopodobienstwa tego rozkladu (Rysunek 1 a) jest krzywa w ksztalcie
dzwonu, symetryczng wzgledem wartosci sredniej rozktadu, ktorej szerokos¢ potéwkowa (FWHM —

Full Width at Half Maximum) wynosi 2¢+1n 4. Punkt przegiecia krzywej znajduje si¢ w odlegltosci
jednego odchylenia standardowego od $rednie;.
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Rysunek 1. (a) Wykres gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego oraz (b) poréwnanie
standardowego rozktadu normalnego z rozktadem t-Studenta w zaleznosci od liczby stopni swobody.
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Okoto 68,3% pola pod wykresem krzywej znajduje si¢ w odleglosci jednego odchylenia
standardowego od $redniej, okoto 95,5% w odlegtosci dwoch odchylen standardowych i okoto 99,7%
w odleglosci trzech.

JeSliu =010 =1, to rozklad ten nazywa si¢ standardowym rozktadem normalnym z funkcjg

gestosci prawdopodobienstwa opisywang przez
ZZ
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Oznacza to, ze jesli X jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym ze $rednig u i odchyleniem
standardowym o, to z = % jest zmienng losowg o standardowym rozktadzie normalnym.

Standardowy rozklad normalny zostal stablicowany i inne rozklady normalne sg prostymi
transformacjami rozktadu standardowego. W ten sposéb mozemy uzywaé tablic dystrybuanty
standardowego rozktadu normalnego do wyznaczenia wartosci dystrybuanty rozktadu normalnego
0 dowolnych parametrach.

Test t-Studenta

Waznym elementem analizy danych do$§wiadczalnych jest sprawdzanie zgodno$ci wynikow
doswiadczen z przewidywaniami teoretycznymi lub tez sprawdzanie wzajemnej zgodno$ci wynikow
roéznych pomiarow, a wigc, moéwiagc ogodlnie, testowanie hipotez. Test t-Studenta jest jednym z mniej
skomplikowanych 1 bardzo czgsto wykorzystywanych testow statystycznych uzywanych
do weryfikacji hipotez gdy mamy do czynienia z matymi prébami (najczg¢sciej przyjmuje sig,
ze proba jest mata gdy jej liczebno$¢ jest mniejsza niz 30, przy wiekszych liczebnosciach przyjmuje
si¢, ze zbiega on do rozktadu normalnego — Rysunek 1 b). Jest na przyktad bardzo czg¢sto
wykorzystywany do poréwnania dwoch $rednich migdzy sobg. Wazne podkreslenia jest, ze test
t-Studenta jest testem istotnosci, tzn. rodzajem testu, w ktorym na podstawie wynikéw proby
losowej podejmuje si¢ wylacznie decyzje odrzucenia hipotezy, ktorg si¢ sprawdza, badz
stwierdza si¢ brak podstaw do odrzucenia tej hipotezy. Nie podejmuje si¢ natomiast decyzji
0 przyjeciu sprawdzanej hipotezy, poniewaz bierze si¢ w tym tescie pod uwage tylko blad
pierwszego rodzaju (btad polegajacy na odrzuceniu hipotezy, ktéra w rzeczywistosci nie jest
falszywa), nie uwzglednia si¢ natomiast konsekwencji popetnienia btedu drugiego rodzaju (btedu
polegajacego na nieodrzuceniu hipotezy, ktora jest w rzeczywistosci falszywa).

1. Test t-Studenta dla jednej proby okresla, czy $rednia z probki pobranej z populacji

0 normalnym rozktadzie jest zgodna z wartoscig hipotetyczng dla danego poziomu istotnosci.
Jesli zmienne losowe X4, X5, ..., X, maja jednakowy rozklad prawdopodobienstwa, ktory jest
rozktadem normalnym o $redniej p i odchyleniu standardowym o, wowczas zmienna:

X—u
t N J% 3)
ma rozktad t-Studenta o d = n — 1 stopni swobody. X jest wartoécia $rednig z proby,
natomiast sy — odchyleniem standardowym z eksperymentalnym.

2. Test t-Studenta dla dwdch prob niezaleznych okresla, czy $rednie z dwoch niezaleznych
probek o rozkltadzie normalnym sg rowne, czy tez roznig si¢ 0od siebie i okresla poziom
istotno$ci réznicy $rednich. Jesli dwie proby o liczebnosci n, i n,, wartosci $rednich X, i X,
i odchyleniach standardowych eksperymentalnych s;i s, zostaly wylosowane z populacji
majacych taki sam rozktad normalny, woéwczas zmienna:
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ma rozktad t-Studenta o d = n, + n, — 2 stopni swobody, gdzie s,, = \/

Aby rozstrzygna¢ czy wartos¢ t-Studenta jest istotna statystycznie, to znaczy wskazuje na istotng
statystycznie roéznice miedzy X; i X, (czy X i u), nalezy okre$li¢ wymagany poziom istotno$ci
prowadzonego testu (Rysunek 2). Poziom istotnos$ci a wyraza prawdopodobienstwo popetienia
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btedu I-go rodzaju (btedu polegajacego na odrzuceniu hipotezy, ktora w rzeczywisto$ci nie jest
falszywa) 1 okresla maksymalne ryzyko btedu jakie jesteSmy sktonni zaakceptowaé przyjmujac
hipoteze. Z poziomem istotno$ci & zwigzane sg nastepujace pojecia:

poziom ufnosci zdefiniowany jako 1—a«a , przedziat ufnosci
oraz przedzial ufnosci, taki przedziat parametru o4t <t

t w ktorym na (1 — @) - 100% lezy rzeczywista
wartos¢ parametru t;

Wybor poziomu istotnosci zalezy od badacza,
natury problemu i od tego jak doktadnie chce on
weryfikowa¢ swoje hipotezy. Najczesciej
przyjmuje si¢ poziom istotnosci 0,05, 0,03 lub
0,01. Hipotezy przyjmujemy jako niesprzeczng

ziom ufnosci
03| pozio| [L:rl oscl
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z danymi, ze wspotczynnikiem ufnosci 1 — a, 0,0 eI . P :

jesli obliczona warto$¢ t miesci si¢ w przedziale U wartost l(«y)tyczna

ufnodei. Im wigkszy poziom ufnosci, tym  pygunek 2. Rozktad t-Studenta dia trzech stopni
szerszy przedzial ufnosci, a wigc tym mniej swobody z zaznaczong wartoscig krytyczna,
godzimy si¢ na popetnienie bledu pierwszego  przedziatem ufnoéci oraz wspodtczynnikiem ufnosci,
rodzaju. dla poziomu istotnosci @ = 0,05.

Wartosci krytyczne, tzn. granice przedzialow ufnosci dla zadanej liczby stopni swobody (d)
oraz poziomu istotnosci () sa stabelaryzowane (Tabela 1). Aby sprawdzi¢, czy obliczona wartos¢
t-Studenta wskazuje na istotng statystycznie zalezno$¢, musimy sprawdzi¢ czy znajduje si¢
W przedziale ufnosci, tzn. porowna¢ warto$¢ bezwzgledng otrzymanej wartosci t z warto$ciami
krytycznymi rozktadu dla zadanego poziomu istotnosci. Jezeli wartos¢ bezwzgledna obliczonej
warto$ci testu t-Studenta w naszym badaniu jest wigksza od wartoséci krytycznej oznacza to, ze
istotno$¢ statystyczna testu jest mniejsza niz przyjety poziom istotnosci co uprawnia do odrzucenia
hipotezy (na zadanym poziomie istotnosci). Jezeli za§ wartos¢ bezwzglgdna obliczonej wartosci testu
t-Studenta w naszym badaniu jest mniejsza od wartosci krytycznej nie mamy podstaw do odrzucenia
hipotezy. Jesli dysponujemy oprogramowaniem, ktory umozliwia wyznaczanie dystrybuanty
rozktadu (calki rozktadu prawdopodobienstwa), lepiej jest, w miejsce wartosci krytycznej, podawaé
tzw. prawdopodobienstwo testowe (warto$¢ p, p-value) — prawdopodobienstwo kumulatywne
wylosowania proby takiej lub bardziej skrajnej jak zaobserwowana. Wartos¢ p testu odpowiada
takiemu poziomowi istotnosci, przy ktorym dla zaobserwowanej warto$¢ statystyki testowej zmienia
si¢ konkluzja testu. Jesli warto$¢ p testu jest nizsza, niz przyjety z gory poziom istotnosci
statystycznej mozna postgpowac tak, jakby hipoteza zostata odrzucona.

Tabela 1. Wartosci krytyczne rozktadu t-Studenta dla zadanej liczby stopni swobody d i wybranych
poziomow istotnosci a.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,01 63,6567 | 9,9248 | 58409 | 4,6041 | 4,0321 | 3,7074 | 3,4995 | 3,3554 | 3,2498 | 3,1693
0,03 21,2050 | 5,6428 | 3,8961 | 3,2976 | 3,0029 | 2,8289 | 2,7146 | 2,6338 | 2,5738 | 2,5275

0,05 12,7062 | 4,3029 | 3,1824 | 2,7764 | 2,5706 | 2,4469 | 2,3646 | 2,306 2,2622 | 2,2281

d 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
a
0,01 3,1058 | 3,0545 | 3,0123 | 2,9768 | 2,9467 | 2,9208 | 2,8982 | 2,8784 | 2,8609 | 2,8453
0,03 2,4907 | 2,4607 | 2,4359 | 2,4149 | 2,3970 | 2,3816 | 2,3681 | 2,3562 | 2,3457 | 2,3362
0,05 2,201 2,1788 | 2,1604 | 2,1448 | 2,1314 | 2,1199 | 2,1098 | 2,1009 | 2,093 2,086




