PODSTAWY ANALIZY DANYCH POMIAROWYCH

NiepewnoS$ci pomiarowe

Niepewnos¢ wyniku pomiaru odzwierciedla brak doktadnej wiedzy na temat wartosci wielkosci
mierzonej. Wynik pomiaru jest jedynie oszacowaniem (estymatg) wartosci wielko§ci mierzonej
z powodu niepewnosci wynikajacej z efektow losowych i niedoskonatej korekty wyniku dla efektow
systematycznych. Dlatego tez podajac wynik pomiaru wielkosci fizycznej, nalezy koniecznie podac
takze pewng ilosciowa informacj¢ o jako$ci tego wyniku, tak aby korzystajacy z tego wyniku mogt
oceni¢ jego wiarygodno$¢. Bez takiej informacji wyniki pomiaréw nie mogg by¢ porownywane ani
migdzy soba, ani z warto$ciami odniesienia. Jako estymator niepewnos$ci pomiarowej najczesciej
przyjmuje si¢ odchylenie standardowe wynikéw pomiaréw. Niepewnos¢ wzgledna pomiaru jest
niepewnos$cig pomiaru podzielong przez warto§¢ bezwzgledng wartosci mierzonej, gdy wartos¢
mierzona nie jest rowna zero.

Wartos$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe rozkladu prawdopodobienstwa
W przypadku zmiennej losowej dyskretnej przyjmujacej N wartosci Xi, kazdej otrzymanej
z prawdopodobienstwem pj, warto$¢ oczekiwana rozktadu wyrazona jest
u= X pixi, (D
za$ za miarg¢ rozrzutu uzyskanych wartosci przyjmujemy odchylenie standardowe (o). Wariancja
(kwadrat odchylenia kwadratowego), zdefiniowana jest poprzez zalezno$¢:

0% = NiLipi(x; — p)*. (2)

W przypadku zmiennej losowej ciaglej warto$¢ oczekiwana rozktadu wyrazona jest
w=J" xf(x)dx, 3)
gdzie f(x) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa, a wariancja wyrazona jest poprzez zaleznosc:
o2 = [7 (x — w)?f (x) dx. (4)

Niepewnosci statystyczne pomiarow
Poniewaz pomiar niesie informacje tylko o czesci obserwacji z populacji (N pomiaréw) za ocene
prawdziwej wartosci wielkosci fizycznej, ktora mierzymy, najczesciej przyjmuje si¢ Srednia
arytmetyczna:
% =12 5)
Poszczegdlne obserwacje rdznig si¢ co do wartosci z powodu przypadkowych zmian wielko$ci
wejsciowych lub oddziatywan przypadkowych. Odchylenie standardowe eksperymentalne sy

obserwacji, estymujace odchylenie standardowe rozktadu prawdopodobienstwa wielkosci X,
jest zdefiniowane poprzez zalezno$¢:

st=—¥N,(x - D2 (6)
Inna czesto spotykana nazwa tej wielkosci to odchylenie standardowe z proby lub tez statystyczna
niepewnos$¢ standardowa pojedynczego pomiaru.
Za miar¢ niepewnosci standardowej sredniej przyjmujemy wielko$¢ sz , zdefiniowang jako:

1 —

Niepewno$¢ Sredniej arytmetycznej zwana jest rOwniez odchyleniem standardowym Sredniej.

Korelacje miedzy wielkoSciami mierzonymi
W przypadku gdy pomiar okresla jednoczes$nie wiecej niz jedng wielko$¢ mierzona, estymaty tych
wielkosci 1 ich niepewnosci sg tylko czg$cig wiedzy, ktorag musimy posigsé. Wiedze na temat
zalezno$ci migdzy mierzonymi wielko$ciami mozemy uzyska¢ badajac tzw. momenty mieszane,
czyli kowariancje i korelacje. Estymatorem kowariancji wielkos$ci x 1y jest
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Say = = 2, (6 = D) (¥ — 7). (8)
Sxy > 0 oznacza, ze wraz ze wzrostem wartoSci jednej z wielkoSci, wzrastajg wartosci drugie;j,
Sxy < 0 oznacza, ze wraz ze wzrostem wartosci jednej z wielkoSci, malejg wartosci drugiej. Warto$¢
kowariancji rowna zeru §wiadczy o braku zalezno$ci migdzy wielko$ciami. Poniewaz warto$¢
kowariancji zalezy od wartosci badanych wielkosci, do dyskusji wzajemnych zalezno$ci miedzy
zmiennymi cz¢sto wygodniej jest uzy¢ unormowanego 1 bezwymiarowego wspotczynnika korelacji
zdefiniowanego jako

_ Sxy
ry =22 ©

Wspdtczynnik korelacji moze przyjmowac wartosci z przedziatu (—1,1), przy czym r,,, > 0 0znacza
korelacje dodatnig (wraz ze wzrostem wartosci jednej z wielkos$ci, wzrastaja wartosci drugiej),
Ty < 0 oznacza korelacj¢ ujemng (wraz ze wzrostem wartosci jednej z wielkosci, malejg wartosci
drugiej), 7y, = 0 oznacza brak zaleznosci, a 1, = *1 oznacza doktadng zalezno$¢ liniowa.

NiepewnoS$ci pomiarowe przyrzadu

W specyfikacji technicznej wigkszosci przyrzadow pomiarowych zazwyczaj podawana jest
rozszerzona niepewnos¢ standardowa (A). Jest to wielkos¢ podawana przez producenta przyrzadu,
ktory gwarantuje, ze jesli w wyniku pomiaru otrzymamy wartos$¢ X, to prawdziwa (doktadna) warto$¢
wielko$ci mierzonej, z bardzo duzym prawdopodobienstwem, miesci si¢ w przedziale [X — A, X + A].
Inne czesto spotykane nazwy tej wielkosci to dopuszczalny graniczny blad wskazania
oraz dokladnos¢.

Zaktadajac, ze prawdopodobienstwo, ze prawdziwa warto$¢ wielkoSci mierzonej, miesci si¢
w przedziale [x— A, x + A] wynosi 1, a kazda z wartoéci w tym przedziale jest rOwnie prawdopodobna,
zwigzana z tym niepewnos$¢ standardowa przyrzadu wyraza si¢ wzorem:

A

Op = \/_E (10)

W przypadku dobrej klasy przyrzadéw pomiarowych w specyfikacji technicznej urzadzenia jest
bezposrednio podane odchylenie standardowe pomiaru (np. w przypadku wag uzywanych
na pracowni jest ono podane pod nazwg powtarzalnosci) i to ono powinno by¢ uzyte jako wartosé
niepewnosci standardowej przyrzadu.

Uogoélniona niepewnos¢ standardowa
Dla pomiaréw bezposrednich, w przypadku wystgpowania wielu niepewnosci definiuje si¢
uogodlniong niepewnos$¢ pomiarowa jako pierwiastek sumy kwadratow niepewnosci sktadowych.
W przypadku oceny warto$ci mierzonej na podstawie N pomiarow przy wykorzystaniu przyrzadu
0 doktadnosci A, uogélniona niepewnosé standardowa (u) wielkoSci mierzonej bezposrednio
wyznaczamy z zaleznosci

u? = s + o} =s§+§A2. (11)

Z}lozona niepewnos$¢ standardowa
Jesli szukana wielkos¢ nie jest wyznaczona w pomiarze bezposrednio, tylko za pomocg pomiarow
posrednich, jej niepewno$¢ mozemy wyznaczy¢é poprzez obliczenie zlozonej niepewnosci
standardowej. Przyjmijmy, ze wielko$¢ y wyznaczamy posrednio, korzystajac z zaleznosci
matematycznej y = f(X1, X2, ..., Xn), gdzie wielko$ci Xi sg mierzone bezposrednio. Ocen¢ wielkosci y
otrzymujemy podstawiajac uzyskane oceny wartosci wielkosci Xi. Jesli wielko$¢ x; wyznaczamy
na podstawie serii pomiarow, to do zaleznosci matematycznej podstawiamy wartos¢ Srednig
serii. Niepewno$¢ Uy 0ceny Y obliczana jest za pomocg wzoru na przenoszenie niepewnosci
2
=30 (3w) (12)
gdzie uisg niepewnosciami X;.
2
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Srednia wazona arytmetyczna
Jezeli ta sama wielko$¢ zostala zmierzona N niezaleznymi metodami, w wyniku czego otrzymano
N warto$ci Xj wraz z niepewnosciami Ui, wowczas najlepsza oceng poszukiwanej wielkosci jest
srednia wazona arytmetyczna x,, , za$ ocen¢ niepewnosci dokonujemy na podstawie niepewnosci
wewnetrznej Uint | zewnetrznej Uext, Sredniej wazonej gdzie:

N X
o Zimg
xW = N 1l’ (13)
Zi=1u_z
L
2 __ 1 14
Uint = ZN 15 ( )
i=132
2 _ uiznt N Xi—Xw 2
Uext = N—1 i=1 u; ' (15)

Praktyka nakazuje unika¢ zanizania niepewnosci 1 w sytuacji gdy niepewnos$ci zewngtrzna
| wewnetrzna sg rozne za niepewnos¢ Sredniej nalezy przyja¢ wiekszg z obliczonych wartosci. Warto
jednak zwréci¢ uwage, ze jezeli niepewnos¢ zewngtrzna jest znaczaco mniejsza od wewnetrznej
moze to oznaczaé, ze uzyte niepewnosci czastkowych wynikow sa przeszacowane, natomiast jesli
niepewno$¢ zewngtrzna jest znacznie wicksza od wewnetrznej moze to sugerowaé niedoszacowanie
tych niepewnosci.

Rozklad normalny
Jednym z najwazniejszych rozkladéw prawdopodobienstwa jest rozktad normalny. Jest on bardzo
czesto obserwowany, gdyz, jesli jakas wielkosc¢ jest sumg lub $rednig bardzo duzej liczby zmiennych
losowych, to niezaleznie od rozktadu kazdego z tych czynnikéw jej rozklad bedzie zblizony do
normalnego. W szczeg6lnosci wielokrotne powtarzanie tego samego pomiaru daje wyniki rozrzucone
wokol okreslonej wartosci. Jesli wyeliminujemy wszystkie wigksze przyczyny bledow, zaktada sie,
ze pozostale mniejsze bledy musza by¢ rezultatem dodawania si¢ do siebie duzej liczby niezaleznych
czynnikéw, co daje w efekcie rozktad normalny. Odchylenia od rozktadu normalnego rozumiane sg
jako wskazowka, ze zostaly pominigte bledy systematyczne. To Stwierdzenie jest glownym
zalozeniem teorii niepewnosci pomiarowych. Cho¢ rozklad normalny jest czgsto stosowanym
zalozeniem, nigdy nie jest SciSle realizowany. Ma on bowiem niezerowa gestosé
prawdopodobienstwa dla dowolnej warto$ci zmiennej losowej, podczas gdy w rzeczywisto$ci
zmienne s3 zawsze ograniczone, a czgsto nieujemne. Mimo to rzeczywisty rozktad jest czesto bardzo
zblizony do normalnego, stad zwykle zaklada si¢, Ze zmienna ma rozklad normalny. Nie nalezy
jednak robi¢ tego bez sprawdzenia jak wielkie sg rozbiezno$ci. Rozktady dalekie od normalnego
(np. z elementami odstajacymi) mogg sprawi¢, ze wyniki metod statystycznych beda mylnie
interpretowane. Przyktadem sa tu metody regresji liniowej oraz korelacji Pearsona, ktore, choé
zdefiniowane dla dowolnych rozktadow, majg sensowng interpretacje tylko dla wielowymiarowego
rozktadu normalnego wektora probki. Jesli w probce wystepuja na przyklad elementy odstajace,
co jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu dalekiego od normalnego, korelacja moze przyjac
dowolng warto$¢ migdzy —1 a +1, bez wzgledu na rzeczywista zalezno$¢ migdzy zmiennymi
losowymi. Takze regresja bedzie dawata btedne rezultaty.
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego ze $rednig u i odchyleniem
standardowym o jest przyktadem funkcji Gaussa opisanej wzorem:
G=w?
f=—f=e 2t (16)
Wykres funkcji prawdopodobienstwa tego rozktadu (Rysunek 1) jest krzywa w ksztalcie dzwonu,
symetryczng wzgledem warto$ci Sredniej rozktadu, ktorej szeroko$¢ potowkowa (FWHM — Full

Width at Half Maximum) wynosi 20+VIn 4. Punkt przegi¢cia krzywej znajduje si¢ w odleglosci
jednego odchylenia standardowego od $rednie;.
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Okoto 68,3% pola pod wykresem krzywej znajduje si¢ w odleglosci jednego odchylenia
standardowego od $redniej, okoto 95,5% w odlegtosci dwoch odchylen standardowych i okoto 99,7%
w odleglosci trzech.
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Rysunek 1. Wykres gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego.

JeSli u = 01 0 =1, to rozktad ten nazywa si¢ standardowym rozktadem normalnym z funkcja

gestosci prawdopodobienstwa opisywang przez
72

1 -z
f = \/T_n e z, (17)
Oznacza to, ze jesli X jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym ze $rednig p i odchyleniem
standardowym g, t0 z = x?T” jest zmienng losowa o standardowym rozkladzie normalnym.

Standardowy rozklad normalny zostat stablicowany i inne rozklady normalne s3 prostymi
transformacjami rozktadu standardowego. W ten sposéb mozemy uzywacl tablic dystrybuanty
standardowego rozkladu normalnego do wyznaczenia wartosci dystrybuanty rozktadu normalnego
0 dowolnych parametrach.

Testy statystyczne

Waznym elementem analizy danych doswiadczalnych jest sprawdzanie zgodno$ci wynikow
doswiadczen z przewidywaniami teoretycznymi lub tez sprawdzanie wzajemnej zgodnosci wynikow
roznych pomiarow, a wigc, moéwiagc ogodlnie, testowanie hipotez. Testy statystyczne pozwalaja
oszacowac¢ prawdopodobienstwo spetnienia pewnej hipotezy statystycznej w populacji na podstawie
proby losowej z tej populacji.

W naukach empirycznych najczesciej spotyka si¢ obecnie metody czgstosciowe testowania,
zuzyciem p-wartosci — stuzace kontroli btedéw decyzyjnych, tak aby w dlugim horyzoncie
czasowym spodziewac si¢, ze nie popelnimy ich czg$ciej, niz zalozyliSmy (wedtug przyjetego
poziomu istotnosci, np. w 5% przypadkow).

Standardowy przebieg procedury weryfikacyjnej zaktada nastepujace kroki:

1. Sformulowanie hipotezy zerowej i alternatywnej

Hipoteza zerowa (Ho) — jest to hipoteza poddana procedurze weryfikacyjnej, w ktorej zaktadamy,
ze roznica migdzy analizowanymi parametrami lub rozktadami wynosi zero.

Hipoteza alternatywna (H1) — hipoteza przeciwstawna do weryfikowanej.

2. Wybor statystyki testowej

Budujemy pewna statystyke W, ktora jest funkcja wynikow z proby losowej | wyznaczamy jej

rozktad przy zatozeniu, Ze hipoteza zerowa jest prawdziwa. Funkcj¢ W nazywa si¢ statystyka

testowg lub funkcjg testowa.

3. OKreslenie poziomu istotnosci a

Przyjmujemy maksymalne dopuszczalne prawdopodobienstwo popetnienia bledu pierwszego

rodzaju, ktéry polega na odrzuceniu hipotezy zerowej wtedy, gdy jest ona prawdziwa.

Prawdopodobienstwo to jest oznaczane symbolem a i nazywane poziomem istotnosci. Wybor

poziomu istotnosci zalezy od badacza, natury problemu i od tego jak dokladnie chce on

weryfikowac swoje hipotezy. Na ogot przyjmujemy prawdopodobienstwo bliskie zeru, poniewaz

4
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chcemy, aby ryzyko popehnienia btedu byto jak najmniejsze. Najczgsciej przyjmuje si¢ poziom
istotnosci 0,05, 0,03 lub 0,01. Z poziomem istotnosci « zwigzany jest poziom ufnosci
zdefiniowany jako 1 — a.

UWAGA NOMENKLATUROWA!
Klasyczna statystyka matematyczna rozréznia dwa rodzaje testow: parametryczne
I nieparametryczne. Przedmiotem pierwszych jest weryfikacja wartosci parametru (np. test 3o,
test t-Studenta) w kontekscie ktorych uzywa si¢ terminu ,,istotno$¢”. Sg to wigc testy istotnosci
na zadanym poziomie istotnosci. W tescie nieparametrycznym przedmiotem testu jest zaleznos$¢
matematyczna (np. test y? Pearsona). W odniesieniu do takich testow uzywany jest termin
»Zgodnos¢”, a wigc moéwimy o tescie zgodnosci na zadanym poziomie zgodnosci.
4. Woyznaczenie obszaru krytycznego testu
Okreslamy obszar wartosci rozktadu funkcji testowej, ktorych wystgpienie, przy zatozeniu
prawdziwosci hipotezy zerowej (Ho), jest wystarczajaco mato prawdopodobne (zgodnie
Z przyjetym poziomem istotnosci), zeby (empiryczna) realizacja zmiennej losowej mieszczaca si¢
w obszarze krytycznym pozwalata na odrzucenie tej hipotezy. Obszar krytyczny znajduje si¢
zawsze na krancach rozkladu. Jezeli obliczona przez nas wartos$¢ statystyki testowej znajdzie si¢
w tym obszarze, to weryfikowang przez nas hipotez¢ Ho odrzucamy. Wielko$¢ obszaru
krytycznego wyznacza dowolnie maty poziom istotno$ci o, natomiast jego polozenie okreslane
jest przez hipoteze alternatywna. Obszar krytyczny od pozostalej czesci rozktadu statystyki
oddzielony jest przez tzw. wartosci krytyczne testu, czyli wartosci odczytane z rozkladu
statystyki przy danym «, tak aby spetlniona byta relacja zalezna od sposobu sformutowania Hi.
Z obszarem krytycznym zwigzany jest przedzial ufnosci, czyli taki przedziat badanego parametru
w ktorym na (1 — a) - 100% lezy jego rzeczywista warto$¢. Im wigkszy poziom ufnosci, tym
szerszy przedzial ufnos$ci, a wigc tym mniej godzimy si¢ na popetnienie btedu pierwszego rodzaju.
5. Obliczenie p-wartosci na podstawie préby
Wyniki proby opracowujemy w odpowiedni sposob, zgodnie z procedurg wybranego testu i sg one
podstawg do obliczenia wartosci statystyki testowej (p-wartosci).
6. Podjecie decyzji
Wyznaczong na podstawie proby warto$¢ statystyki (p-warto$¢) poroOwnujemy z warto$cia
krytyczng testu. Jezeli warto$¢ ta znajdzie si¢ w obszarze krytycznym, to hipotez¢ zerowg nalezy
odrzuci¢ jako nieprawdziwg. Stad wniosek, ze prawdziwa jest hipoteza alternatywna. Jezeli
natomiast warto$¢ ta znajdzie si¢ poza obszarem krytycznym, oznacza to, ze brak jest podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej. Stad wniosek, ze hipoteza zerowa moze, ale nie musi, by¢
prawdziwa, a postgpowanie nie dato zadnych dodatkowych informacji uprawniajacych do
podjecia decyzji o przyjeciu lub odrzuceniu hipotezy zerowej. Nalezy podkreslic,
ze W przypadku, gdy test nie odrzuca hipotezy, nie oznacza to, ze udowodniliSmy jej
slusznos$¢, a jedynie godzimy si¢ z nia, gdyz nie jest sprzeczna z danymi.

Powyzsza standardowa procedura wymaga przyjecia arbitralnego poziomu istotnosci «,
a wynikiem weryfikacji jest odpowiedz binarna — albo statystyka testowa miesci si¢ w przedziale
ufnosci, albo nie. Alternatywnym i nowoczesniejszym podejsciem jest nie przyjmowania a priori
zadnych wartos$ci o (pominiecie punktu 3 i 4), a obliczenie zamiast tego surowej p-wartosci i
podawanie jej jako wynikow weryfikacji. p-wartosé¢ odpowiada takiemu poziomowi istotnosci,
przy ktorym dla zaobserwowanej wartos$ci statystyki testowej zmienia si¢ konkluzja testu.
Pozwala to na przyktad na poréwnywanie istotnosci roznych konkurencyjnych hipotez
statystycznych.

Waznym parametrem podczas stosowania testow statystycznych jest moc testu czyli
prawdopodobienstwo uniknigcia bledu drugiego rodzaju — przyjecia hipotezy zerowej, gdy
W rzeczywistosci jest ona falszywa. Im wieksze jest to prawdopodobienstwo, tym lepszy jest dany
test jako narzedzie do roznicowania migdzy hipoteza prawdziwa i falszywa. Moc mozna wyrazi¢ jako

5
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dopetienie prawdopodobienstwa popetnienia bledu drugiego rodzaju (f), czyli 1 — . Moc zalezy
bezposrednio i przede wszystkim od wielkosci proby uzytej w badaniu, rzeczywistej wielkosci efektu
na tle losowej zmienno$ci w populacji oraz przyjetego poziomu istotnosci a.

Test 3o

Jednym z najprostszych testow stosowanych do badania zgodnosci wynikow jest tzw. test 3o,
spotykany w dwdch typach zagadnien:

* Hipoteza teoretyczna glosi, ze wielko$¢ mierzona ma wartos¢ u, a wynik pomiaru x tej wielkosci
jest warto$cig zmiennej losowej o wartosci oczekiwanej u | dyspersji o, gdzie o jest pierwiastkiem
kwadratowym z wariancji. Test prowadzimy w ten sposob, ze wyznaczamy warto$¢
|x — u| i sprawdzamy, jak uzyskana warto§¢ ma si¢ do wartosci 3o. Jesli |x —u| > 3o,
to odrzucamy hipotez¢ o wartosci u wielko$ci mierzonej, jesli za$ |x — u| < 30 to wnioskujemy,
ze hipoteza nie jest sprzeczna z danymi.

* Hipoteza teoretyczna glosi, ze dwa pomiary uzyskane ré6znymi metodami (w réznych warunkach)
sg pomiarami tej samej wielkosci. Niech wynik X uzyskany jedng metoda bedzie warto$cig
zmiennej losowej o dyspersji ox, zas wynik y uzyskany druga metoda bedzie wartoscig zmienne;j
losowej o dyspersji oy. Test prowadzimy w ten sposob, ze wyznaczamy warto$¢ |x — y|
i sprawdzamy, jak warto§¢ ta ma si¢ do wartosci 30; gdzie 0% = o7 + of . Ponownie jesli
|x — y| > 30, to odrzucamy hipoteze, ze oba pomiary dotyczyly tej samej wielko$ci (odrzucamy
hipotez¢ o rownosci wartosci oczekiwanych zmiennych X i y). Jesli za$ |x —y| < 30,
to wnioskujemy, Ze hipoteza nie jest sprzeczna z danymi.

UWAGA: W praktyce na ogot nie znamy wartosci dyspersji o, a jedynie jej oszacowanie u, czyli
niepewno$¢ standardowg catkowitag wyniku pomiaru.

Jesli pomiary opisywane si¢ rozkladem Gaussa, to testowi mozna nadaé interpretacje
probabilistyczng: dopuszczamy odrzucenie prawdziwej hipotezy nie cze$ciej niz 3 razy na 1000
decyzji (poziom istotnosci testu wynosi 0,003). Zastapienie testu 3¢ analogicznym testem 26 oznacza
odrzucanie prawdziwej hipotezy nie czgsciej niz 1 raz na 20 decyzji. Nalezy podkreslié¢, ze test 3o
jest testem, w ktorym podejmuje si¢ wylacznie decyzje odrzucenia hipotezy, ktora sie sprawdza,
badz stwierdza si¢ brak podstaw do odrzucenia tej hipotezy.

Test t-Studenta
Test t-Studenta jest jednym z mniej skomplikowanych i bardzo czesto wykorzystywanych testow
statystycznych uzywanych do weryfikacji hipotez gdy mamy do czynienia z matymi probami
(najczesciej przyjmuje si¢, ze proba jest mata gdy jej liczebno$¢ jest mniejsza niz 30, przy wigkszych
liczebnosciach przyjmuje sig, ze zbiega on do rozktadu normalnego — Rysunek 2 a). Jest na przyktad
bardzo czgsto wykorzystywany do porownania dwoch srednich migdzy soba.

1. Test t-Studenta dla jednej proby okresla, czy $rednia z probki pobranej z populacji
0 normalnym rozkladzie jest zgodna z wartoscig hipotetyczng dla danego poziomu istotnosci.
Jesli zmienne losowe X4, X5, ..., X;, maja jednakowy rozktad prawdopodobienstwa, ktory jest
rozktadem normalnym o $redniej p i odchyleniu standardowym o, wowczas zmienna:

t=27K
ma rozktad t-Studenta 0 d =n — 1 stopni swobody. X jest wartoécig $rednig z proby,
natomiast sy — odchyleniem standardowym z eksperymentalnym.

2. Test t-Studenta dla dwéch prob niezaleznych okresla, czy $rednie z dwoch niezaleznych
probek o rozkltadzie normalnym sg rowne, czy tez roznig si¢ 0od siebie i okresla poziom
istotno$ci roznicy $rednich. Jesli dwie proby o liczebnosci n, i n,, wartosci érednich X; i X,
I odchyleniach standardowych eksperymentalnych s;i s, zostaly wylosowane z populacji
majacych taki sam rozklad normalny, woéwczas zmienna:

(18)

6
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t= S (19)

(n1—-1D)s2+(ny,—1)s2

nit+ny,—2

ma rozklad t-Studenta o d = n; + n, — 2 stopni swobody, gdzie s,, = \/

sl (@)

(b) przedziat ufnosci
[t <ty

Rozktad t-Studenta 0.4
dla d stopni swobody
—d=1
—d=3
—d=10

03
oziom ufnosci
03} p .

l-aE frp(t)dt

~tir

—— standardowy rozktad normalny
0,2

poziom istotnosci

e ©
01 o= [pt)dt+ [ p(t)dt
- b

gestos¢ prawdopodobienstwa
gestos¢ prawdopodobienstwa

0,1

00 00 ci AR ALALLRRERER A RETTR e

t t wartos$é lEry)tyczna
tkr p
Rysunek 2. (a) Poréwnanie standardowego rozktadu normalnego z rozktadem t-Studenta w zaleznosci od

liczby stopni swobody. (b) Rozktad t-Studenta dla trzech stopni swobody z zaznaczong wartos$cig krytyczna,
przedziatem ufnosci oraz wspolczynnikiem utnosci, dla poziomu istotnosci a = 0,05.

Aby rozstrzygna¢ czy wartos¢ t-Studenta jest istotna statystycznie, to znaczy wskazuje na istotng
statystycznie réznice migdzy X; i X, (czy X i p), nalezy okresli¢ wymagany poziom istotnosci
prowadzonego testu (Rysunek 2 b). Hipotezy przyjmujemy jako niesprzeczng z danymi,
ze wspotezynnikiem ufno$ci 1 — a, jesli obliczona warto$¢ t miesci si¢ w przedziale ufnosci.
Wartoséci krytyczne, tzn. granice przedzialdow ufnosci dla zadanej liczby stopni swobody (d)
oraz poziomu istotnosci () sg stabelaryzowane (Tabela 1). Aby sprawdzi¢, czy obliczona warto$é
t-Studenta wskazuje na istotng statystycznie zalezno$¢, musimy sprawdzi¢ czy znajduje si¢
W przedziale ufnosci, tzn. porowna¢ wartos¢ bezwzgledng otrzymanej wartos$ci t z warto$ciami
krytycznymi rozktadu dla zadanego poziomu istotnosci. Jezeli warto$¢ bezwzgledna obliczonej
warto$ci testu t-Studenta w naszym badaniu jest wigksza od warto$ci krytycznej oznacza to,
ze istotnos¢ statystyczna testu jest mniejsza niz przyjety poziom istotnosci co uprawnia do odrzucenia
hipotezy (na zadanym poziomie istotno$ci). Jezeli za$§ warto§¢ bezwzgledna obliczonej warto$ci testu
t-Studenta w naszym badaniu jest mniejsza od wartosci krytycznej nie mamy podstaw do odrzucenia
hipotezy.

Tabela 1. Wartosci krytyczne rozktadu t-Studenta dla zadanej liczby stopni swobody d i wybranych
poziomow istotnosci a.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,01 63,6567 | 9,9248 | 5,8409 | 4,6041 | 4,0321 | 3,7074 | 3,4995 | 3,3554 | 3,2498 | 3,1693
0,05 12,7062 | 4,3029 | 3,1824 | 2,7764 | 2,5706 | 2,4469 | 2,3646 | 2,306 2,2622 | 2,2281

» d 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0,01 3,1058 | 3,0545 | 3,0123 | 2,9768 | 2,9467 | 2,9208 | 2,8982 | 2,8784 | 2,8609 | 2,8453
0,05 2,201 2,1788 | 2,1604 | 2,1448 | 2,1314 | 2,1199 | 2,1098 | 2,1009 | 2,093 2,086

Jesli dysponujemy oprogramowaniem, ktory umozliwia wyznaczanie dystrybuanty rozkladu
(catki rozktadu prawdopodobienstwa), lepiej jest, w miejsce wartosci krytycznej, podawac

7
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tzw. prawdopodobienstwo testowe (p-wartos¢, p-value) — prawdopodobienstwo kumulatywne
wylosowania proby takiej lub bardziej skrajnej jak zaobserwowana. Jesli p-warto$¢ jest nizsza, niz
przyjety z goéry poziom istotnosci statystycznej mozna postgpowac tak, jakby hipoteza zostata
odrzucona.

Ponownie nalezy podkreslié¢, ze test t-Studenta jest testem, w ktorym na podstawie wynikéw
proby losowej podejmuje si¢ wylacznie decyzje odrzucenia hipotezy, ktorg sie sprawdza, badz
stwierdza si¢ brak podstaw do odrzucenia tej hipotezy.

Metoda najmniejszych kwadratéow

Zatozmy, ze wielkosci fizyczne X 1y wigze zalezno$¢ y = f(x,aq,ay, ...,a,), gdzie ax
sg nieznanymi nam parametrami. Dla N > n roéznych warto$ci Xi mierzymy odpowiadajgce im
wartosci yi (i = 1, 2, ..., N). Metoda najmniejszych kwadratow pozwala na wyznaczenie warto$ci
parametrow ax oraz ich niepewnosci na podstawie tych pomiaréw.

Wyznaczenie warto$ci parametrow ax odbywa si¢ poprzez zadanie minimalizacji funkcji y 2, ktora
mierzy odchylenie zadanej zalezno$ci funkcyjnej od punktow doswiadczalnych, tzw. reszt (g;)
w stosunku do odchylenia standardowego (o;):

&2 yi—f(xa1,az,0an))’
XZ = ?I:lo._l_z = Zlivzl( - : 01_2 : z ) (20)
L 1A

wzgledem parametrow a4, a,, ..., a,.

Oznacza to rozwigzanie uktadu n rownan na n wspotczynnikdéw:

ax? _
v

Stosujac metode najmniejszych kwadratow wykorzystujacg odchylenie standardowe o;, na ogot
nie znamy jej wartosci i dlatego w praktyce w ich miejsce stosujemy oszacowania Ui, czyli
niepewnos$ci standardowe wynikow pomiaru. Dodatkowo metoda ta zaklada, ze dla dokladnie
ustalonej warto$ci zmiennej niezaleznej Xi, wykonywany jest pomiar zmiennej zaleznej, w ktérego
wyniku otrzymujemy warto$¢ Yi z niepewnoscia Ui. W praktyce najczesciej spotykamy problemy,
w ktorych obie zmienne sg wyznaczane z niepewnosciami. Jesli chcemy uzyska¢ wyniki analityczne
w formie zamknigtej, to nadal stosujemy najprostszg forme¢ metody najmniejszych kwadratow,
a za zmienng niezalezng (X) przyjmujemy wielkos¢ znang doktadnie;.

W celu obliczenia niepewnosci uzyskanych wartosci wspotczynnikow a4, a,, ..., a, korzysta si¢
ze wzoru na blad posredni funkcji zaleznej od parametrow f (yl-)(a1 i), a, (i), -y an(yl-))
przyjmujac, ze niepewnos$¢ pomiarowa wynika tylko z niepewnos$ci zmiennej y

2
of =3iyof () (21)

W przypadku gdy niepewnos$ci pomiarowe sg nieznane, to przyjmuje si¢ ze sa takie same i Szacuje
si¢ je z rozrzutu danych pomiarowych, zaktadajac, ze sg rowne odchyleniu standardowemu reszt (S)
opisanego zaleznoscia:

2 =290 (v - fxpay, 0 0)) =B, €2, (22)
gdzie d =N —n to liczba stopni swobody (liczba niezaleznych wynikow obserwacji (N)
pomniejszonej o liczbe zwigzkéw (n), ktore tacza te wyniki ze soba). Jest to rownowazne
Z zapostulowaniem, ze y?> = N — n, czyli wartoéci oczekiwanej rozktadu.

Warto zwroci¢ uwage, ze metoda najmniejszych kwadratow jest bardzo czula na punkty
najbardziej oddalone od sredniej, ktore moga wprowadzi¢ najwigkszy btad. Jesli mamy w danych
pojedyncza zaktocajgcg obserwacje bardzo oddalong od reszty, przyciggnie ona do siebie lini¢ trendu.
Takie zjawisko jest niestety czgste w realnych danych, nie nalezy wigc stosowaé metody
najmniejszych kwadratow bez sprawdzenia (chocby na wykresie rozrzutu) braku elementow
odstajacych 1 ich usunigcia.
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Test 2 Pearsona

Majac dwie serie pomiaréw X 1Yy, przyjmujac, ze warto$¢ X jest mierzona doktadnie, a ai jako
dyspersje wartosci Vi, wartosé 2 zdefiniowana wzorem (1) poprzez poréwnanie z modelowym
rozktadem y? dla okreélonej liczby stopni swobody pozwala 0sadzié¢ zasadno$¢ wyboru zaleznosci
teoretycznej y = f(x).

Rozktad y? o liczbie stopni swobody réwnej d (Rysunek 3), to rozklad zmiennej losowej, ktora
jest sumg d kwadratéw niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozktadzie normalnym.
Wartos¢ oczekiwana ($rednia) tego rozktadu jest rowna d natomiast jego odchylenie standardowe

wynosi v2d.

0,6
Liczba stopni swobody:
—d=1
T 0,5 —d=2
o) — =
5 04 _
§ d=7
bS] —d=9
Q.
503
5 2
’5_ Ikr(a)
0 0,2
‘
L
(2]
[0
90,1

0,0

Rysunek 3. Rozklad y? w zaleznosci od liczby stopni swobody (d)
z zaznaczonym dla d = 9, poziomem zgodnosci o = 0,05 i odpowiadajaca mu
wartoscig krytyczng yz,.

Jednym ze sposobow na walidacje stosowanego modelu jest pordwnanie otrzymanej Wartoéci y>
z warto$cig krytyczng (y?,) rozktadu dla zadanej liczby stopni swobody d i poziomu zgodnosci o
(Tabela 2). Jesli y? > y?, to odrzucamy model jako sprzeczny z danymi na zadanym poziomie
ufnosci. Jesli y? < y%, to przyjmujemy, Zze zaproponowany model jest niesprzeczny z naszymi
danymi. Warto zauwazyé, ze jeéli otrzymana warto$¢ y? jest wyraznie mniejsza od liczby stopni
swobody (wartosci oczekiwanej rozktadu), to najprawdopodobniej pomiary nie byly niezalezne lub
przeceniliSmy wartosci niepewnos$ci pomiarowych. Wynika to z faktu, ze dane podlegaja pewnemu
rozktadowi, wigc bardzo malo prawdopodobne jest, aby wszystkie otrzymane wyniki tak dobrze
pasowaty do modelu teoretycznego.

Jesli dysponujemy oprogramowaniem, ktory umozliwia wyznaczanie dystrybuanty rozkladu
(catki rozktadu prawdopodobienstwa), lepiej jest, w miejsce wartoSci krytycznej, podawac
tzw. prawdopodobienstwo testowe (p-warto$¢), prawdopodobienstwo ze zmienna rozktadu y?
przyjmie warto$¢ wieksza niz warto$é y? uzyskang z danych. Jesli p-warto$¢ jest nizsza, niz przyjety
z gOry poziom istotno$ci statystycznej mozna postepowac tak, jakby hipoteza zostata odrzucona.
Podejscie to dostarczajac czytelnikowi informacje o poziomie zgodnos$ci («) jaki nalezy dopuscié
aby moc przyjac prawdziwos¢ badanego modelu, umozliwia mu wyrazenie wlasnej opinii W tej
kwestii.
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Poniewaz warto$¢ y? zalezy od liczby stopni swobody, czyli liczby danych pomiarowych, czesto
wygodniej jest do walidacji modelu uzy¢ warto$ci zredukowanej 2, czyli wartosci y? przypadajacej
na stopien swobody:

X2 =-x2 (23)
gdzie, podobnie jak poprzednio, d = N — n to liczba stopni swobody. Oczekiwana warto$¢ x2 jest
bliska 1, wiec doswiadczalne wartosci wokot wartosci 1 oznaczaja dobre dopasowanie modelu
do danych doswiadczalnych, i oznacza to, ze roznice migdzy danymi i modelem s3g rzgdu
niepewnosci. Jesli niepewnosci sg przeszacowanie wartos¢ )’(7 bedzie znacznie mniejsza od jeden,
za$ w przypadku niedopasowania modelu lub niedoszacowanych niepewnosci, warto$¢ )/(\2 bedzie
znacznie wigksza niz 1. Warto jednak zauwazy¢, ze termin ,,bliska 17, oznacza dla poziomu
zgodnosci a =005 i dla d=1 wartoé¢ y2=3,84, dla d=10 warto¢ x2=1,83,
adlad = 30 wartoé¢ y2 = 1,46.

Waine jest aby pamigtaé, Ze stosujac test x> Pearsona nie uwazamy, ze udowodniliémy

stuszno$¢ badanego modelu, lecz jedynie z pewnym prawdopodobienstwem stwierdzamy jego
niesprzecznos$¢ z obserwowanymi danymi.

Tabela 2. Warto$ci krytyczne rozktadu y? dla zadanej liczby stopni swobody d i wybranych pozioméw
zgodnosci a.

Poziom zgodnosci o Wartos$ci krytyczne yZ,, dla podanych liczb d stopni swobody

d=1| d=2| d=3| d=4| d=5| d=6| d=7| d=8| d=9| d=10

0,010 6,63 9,21 11,35 13,28/ 15,08/ 16,81| 18,47 20,09 21,67 2321

0,050 3,84 5,99 7,82 9,49 11,07 12,59 14,07 1551 16,92 18,31
d=11| d=12| d=13| d=14| d=15| d=16| d=17| d=18| d=19| d=20

0,010 24,73| 26,22| 27,69 29,14 30,58 32,00 33,41 34,81 36,19 37,57

0,050 19,68/ 21,03 22,36| 23,68/ 25,00 26,30 27,59 28,87 30,14 3141
d=21| d=22| d=23| d=24| d=25| d=26| d=27| d=28| d=29| d=30

0,010 38,93| 40,29| 41,64 42,98| 44,31| 45,64| 46,96 48,28/ 49,59 50,89

0,050 32,67 33,92 3517 36,42| 37,65/ 38,89 40,11 41,34 42,556| 43,77

Warto podkresli¢, ze do zastosowania testu y? Pearsona niezb¢dna jest wiedza na temat
niepewnosci pomiarowych zmiennej zaleznej. Niestety w praktyce fizyka eksperymentatora nie
zawsze jest fatwo poprawnie oszacowa¢ niepewnoséci pomiarowe. Dlatego testowi y? Pearsona
zawsze powinna towarzyszy¢ refleksja, czy na przyklad duza warto$¢ x*> wynika nie tyle
z nieprawidtowego modelu, a raczej z niedoszacowania niepewnosci pomiarowych. Czgsto
spotykang praktyka jest wigc przeskalowanie przyjetych niepewno$ci pomiarowych zgodnie
z wartoscig oczekiwang yx? i postawienie sobie pytania, czy tak przyjete niepewnosci miatyby
uzasadnienie w wykonywanym doswiadczeniu.

Obliczali$émy y? jako

2 2

2 _ & _ N (Y‘_f(x',al,az,...,a ))
X°= Zizla_L_Z =Yim1——— g e
t i

Przyjmijmy ze rzeczywiste niepewnos$ci sg rowne u; = ag;. Chcemy tak dobra¢ wspdtczynniki
skalujace niepewnosci () aby y? byto réwne jego wartosci oczekiwane;:

2

2 _ N ifpasag..an) —d

Nskal = Li=1 02 = a.
L

Poniewaz
10
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N
2 _ (yl - f(xi' ag, ay, .. an)) (yl f(xll ay, az, .. an)) 1
Xskal = CZZ

)(
a’a? 2 22
. XZ _ XZ _ /E
a = ’ L — = /7_ ’)( :
Askal

9;
Czyli czynnikiem skalujacym niepewno$ci pomiarowe jest pierwiastek z wartoéci zredukowanej y2.
Jesli tak przeskalowane niepewnosci, zostang W uzasadniony sSposob przyjete przez badacza,
to oznacza, ze nie mamy podstaw aby odrzuci¢ badany model. Zastosowanie tej procedury moze by¢
rowniez przydatne, gdy wyznaczona warto$¢ y? jest zaskakujaco mala, co moze $wiadczyé
na przyktad o pierwotnym przeszacowaniu niepewnosci pomiarowych.

mamy

W przypadku braku informacji o niepewnosciach pomiarowych, metoda najmniejszych
kwadratow moze rowniez postuzy¢ do ich wyznaczenia (przy zatozeniu poprawnosci modelu
opisujacego dane doswiadczalne). Zaklada si¢ wowczas niepewnos$ci rowne $redniej niepewnosci
przypadajacej na stopnien swobody:

= Zl L €7 (24)

N 1 1 N
— 2 _ 2 _
dZsZ_dszzg _E N 228i_1
i

1
i=1 a i= 18

Wowczas

czyli jest rownie jego warto$ci oczekiwane;.

Istotnos$¢ parametrow dopasowania

Waznym elementem analizy dopasowanego modelu jest sprawdzanie jak istotne s parametry,
ktérymi jest opisany. Wyobrazmy sobie doswiadczenie, ktérego wyniki s3 modelowo opisywane
zaleznoscig liniowg y = Ax. W praktyce, bardzo czgsto badacz nie wie jaki model opisuje jego dane,
a jedynie go postuluje. Moze si¢ wigc zdarzy¢, ze postulowany przez badacza model bgdzie postaci
y = Ax + B. Model ten bedzie rowniez zgodny z danymi ale spodziewamy si¢, ze otrzymane
oszacowanie parametru B bedzie bliskie zeru. Dlatego po kazdym dopasowaniu, nalezy
przeanalizowaé otrzymane oszacowania parametrow pod katem ich istotnosci w zastosowanym
modelu. Do tego celu stosuje si¢ najprostsze testy (test 3o, test t-Studenta), ktore w szybki sposob
pordéwnaja otrzymane oszacowanie parametru (wraz z jego niepewnoscig) z zerem 1 odpowiedza na
pytanie jak prawdopodobne jest, ze parametr ten jest istotny w dopasowaniu.

Wazne jest podkre$lenia, ze nalezy zachowal szczegdlng ostrozno$¢ przy okreslaniu ilosci
parametrow. W szczegolnosci nalezy unikaé przeparametryzowania modelu, nieistotnos¢ parametru
nie znaczy jednak automatycznie, ze zmienng nalezy usuna¢ z modelu. W praktyce przy doborze
parametréw objasniajagcych model nalezy zawsze kierowaé si¢ zdrowym rozsadkiem 1 teorig
dotyczaca badanego zagadnienia.

Badanie zaleznosci parametréw dopasowania
Przypominamy, ze w przypadku dopasowania modelu postaci y(x,aq,a,,...,a,) metoda
najmniejszych kwadratéw konstruuj emy funkcje

ZN (yi—y(xp,a1,a;, ---,an))z

2 ’
uj

2
a nastepnie minimalizujemy ja wzgledem wszystkich parametrow modelu % = 0, wyznaczajac
k

W ten sposob oceng parametrow modelu a4, a,, ..., a,.

11
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Jak tatwo sobie wyobrazi¢ w przypadku dopasowania modelu z wigcej niz jednym parametrem
pomiedzy poszczegdlnymi parametrami moga wystepowac zaleznosci. Aby je bada¢ oblicza sig
macierz kowariancji parametrow dopasowania, ktora stanowi uogoélnienie pojecia wariancji
| kowariancji na przypadek wielowymiarowy. Macierz ta ma postac:

[012 012 " O
2 cee (o]
s = |G=21 o2 I (25)
lanl Opp aﬁJ

gdzie o jest wariancja k-tego parametru, a oy, kowariancja miedzy k-tym i I-tym parametrem. Warto
zauwazy¢, ze macierz ¥ jest macierza symetryczna, ktoérej wyznacznik jest nieujemny.

Tak jak w przypadku analizy zaleznosci dwoch zmiennych losowych, czgsto wygodniejsza jest
analiza macierzy korelacji. Macierz ta ma postac:

[ 1 012 O1n
| 0102 U1Un|
021 1 O2n
corr = | 020 20m |- (26)
lffw'u On2 R l
| 1

On01 Op0z

Wowczas, wartosci wszystkich elementéw macierzy nalezg do przedziatu (—1,1) (poniewaz
sa wspolczynnikami korelacji), wszystkie elementy lezace na diagonali macierzy rowne sg 1 (okresla
to stopien skorelowania i-tego parametru z nim samym), a wyznacznik tej macierzy nalezy
do przedziatu (0,1). Wyznacznik macierzy korelacji jest miernikiem wspotliniowosci (skorelowania)
zmiennych objasniajagcych. Im blizszy 1, tym nizszy jest stopien wzajemnego skorelowania
zmiennych objasniajacych. Im blizszy 0, tym sita tej korelacji wigksza. Warto$ci wyznacznika bliskie
0 $wiadcza o ztym doborze parametrow objasniajacych. Jesli wyznacznik jest zbyt maty, musimy
modyfikowa¢ model — powinni$§my z niego eliminowa¢ zmienne wspotliniowe. Istnienie Silnej
korelacji migdzy zmiennymi objasniajagcymi negatywnie wplywa na efektywno$¢ estymatoréw
parametréw modelu.

Jako oceng wariancji parametru a; przyjmujemy jego kwadrat niepewnosci. W celu obliczenia tej
niepewnosci przyjmujemy, ze wynika ona tylko z niepewnoS$ci zmiennej y i korzystamy ze wzoru
na niepewnos¢ posrednig funkcji a, (y;)

2
2 _yN .2 (9%

uak = 2i=1 uyl. (O_yl) . (27)

Jako oceng kowariancji dwoch parametréw przyjmujemy

da da
Swar = i, (555) (51) 28)

a ich wspotczynnika korelacji:
_ Saxa

Tara, = T (29)

Iteracyjna metoda najmniejszych kwadratow

Gdy posta¢ funkcji  f(x;,a4,..,a,) opisujacej model nie pozwala na analityczne
zminimalizowanie  funkcji > w celu wyznaczenia wartoéci parametrow modelu (ay, ...,a,)
konieczne sa przyblizenia numeryczne. Wykorzystujac réozne algorytmy numeryczne np.: metode
Newtona, metode najwickszego spadku, algorytm Levenberga-Marquardta mozna startujac z danego
punktu poczatkowego (poczatkowego przyblizenia), poprzez kolejne, iteracyjnie uzyskiwane,
przyblizenia uzyskac zbiezno$¢ do optymalnej estymaty parametrow (ay, ..., a,) wedlug metody
najmniejszych kwadratow. W dalszym ciaggu zaktadamy, ze najlepszym dopasowaniem modelu
f(x;,a4,...,a,) do serii danych pomiarowych (x;y; = 0;) jest to minimalizujace

Yi_f(xira ,...,an) z
Xz = Z?Izl( 21 ) '

0j
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PODSTAWY ANALIZY DANYCH POMIAROWYCH

Procedura optymalizacji polega na wykonaniu kolejnych krokow:
1. Zdefiniowaniu poczatkowych warto$ci parametréw modelu (a?, ..., ad) tak, aby byly one
bliskie rzeczywistym warto§ciom parametréw (aq,...,a,) i umozliwiaty otrzymanie
zbieznos$ci algorytmu;
2. Okresleniu tolerancji 6 y? zmian funkcji #2;
0 0 2
3. Obliczeniu funkcji 42 dla parametrow poczatkowych: y2(a®) = ¥V, (yi_f(xi'azlman)) ;

0j

Obliczenie ,,lokalnie” optymalnej korekcji estymat oraz iteracyjna zmiana parametrow
(ai, . afl), do momentu spetnienia warunku, ze kolejne wartosci funkcji #? nie roznia si¢
od siebie o wigcej niz zatozona tolerancja.

W celu obliczenia niepewnosci uzyskanych warto$ci wspotczynnikow (aq, ..., a,) ponownie
korzysta si¢ z propagacji niepewnosci pomiarowych przyjmujac, ze niepewnos$¢ pomiarowa wynika
tylko z niepewnos$ci zmiennej Y.

Istnieje jednak szereg przyktadéw funkcji, w ktorych parametry pojawiajg si¢ w formie
nieliniowej, ale po wykonaniu zamiany zmiennych, zalezno$ci te mozna przeksztalci¢ do postaci
liniowej funkcji szukanych parametrow — by¢ moze kosztem przedefiniowania niektorych z nich.
Po wyznaczeniu ocen parametrow zalezno$ci liniowej oraz ich niepewnosci i oceny kowariancji,
odwracamy transformacje¢ i uzyskujemy oceny parametréw zalezno$ci oryginalnej, a ich niepewnosci
i oceng ich kowariancji wyznaczamy na podstawie wzoru na propagacj¢ niepewnosci pomiarowych.
Jesli niepewnos$ci zmiennej zaleznej sa na tyle male, Zze przyblizenie propagacji niepewnosci
pomiarowych jest wystarczajaco dokladne, to oceny wartosci parametréw uzyskane na podstawie
zlinearyzowanej zalezno$ci sg bardzo bliskie wartosciom wynikajacym z metody najmniejszych
kwadratéw zastosowanej do oryginalnego problemu.

Niepewnosci oraz korelacje funkcji
Dla funkcji f (A4, A5, ..., A,) zmiennych A, ktorej rozwinigcie:

0
fAg Ay ey An) = f s, b i) + T 5 (A = 1) (30)

do wyrazow liniowych wokot punktu (uq,u,, ..., 4y) dostarcza jej akceptowalnej aproksymacji
w przestrzeni zmiennych Ai w hiperkostce o rozmiarach kilku niepewnosci Ui, wzor na niepewnos¢
wartosci tej funkcji przyjmuje postac:
2
uf =¥, (;_i) uf +Z?=1,j¢i:_i;TZCij- (31)
W przypadku dwoch funkeji  f(Aq, 4y, ..., 4,) oraz g(Ay, Ay, ..., Ay) zmiennych A
0 niepewnosciach Ui, do ktérych to funkcji majg zastosowanie zatozenia dotyczace wyznaczania
niepewnosci wielkosci posrednio mierzonej (przenoszenia niepewnosci), ocena kowariancji miedzy
tymi funkcjami przyjmuje postac:

of 0g 2 of dg
=¥ L 7 n_o 2.
Cfg - i=1aAi aAiul +Zl=1,]¢laAiaAj Cl]' (32)

Nalezy zwroci¢ uwage na nastgpujacy fakt: nawet gdy zmienne Aj sg statystycznie niezalezne,
funkcje f i g pozostaja skorelowane — fluktuacje wartosci zmiennych wymuszaja odpowiednig
wspotzmienno$¢ wartosci tych funkc;ji.
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