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Cwiczenie A3

Elementy analizy statystycznej

Streszczenie

Cwiczenie ztozone bedzie z dwdch czeéci wprowadzajacych do analizy niepewnodci
pomiarowych: (a) propagacji matych bledéw oraz (b) analizy statystycznej. W czgsci (a)
¢wiczenia zastosujemy metody rachunku bledéow do wyznaczania btedéow zlozonych
w przypadku, gdy wynik jest nieliniowa funkcja mierzonych wielkosci. Metoda propagacji
matych btedow jest ogdlna technika szacowania bi¢du zlozonego, ktérej przypadek szczegdlny
byt poznany w ¢wiczeniu A2 dla sumy i réznicy wielkosci mierzonych. Niepewnosci ztozone
beda okreslane dla uktadu dzielnika napigcia, w tym z dioda poétprzewodnikowa.

W czgsci (b) ¢wiczenia zbadany zostanie statystyczny rozktad warto$ci napigcia przewodzenia Up
dla diod pétprzewodnikowych. Pomiary wykonane zostana w warunkach statego pradu dla serii
(50 - 100 sztuk) nominalnie identycznych diod LED. Wyniki przedstawione zostana na
histogramie, ktéry bgdzie nastgpnie poréwnany z rozkladem Gaussa o parametrach (wartosci
sredniej i odchyleniu standardowym) wyznaczonych z pomiaréw serii diod.

Wstep
a) Propagacja matych bledow

W ¢wiczeniu A2 poznaliSmy zasadg obliczania niepewnosci (odchylen standardowych) dla sumy
lub réznicy dwoéch niezaleznie mierzonych wielkosci. Uogdlnienie tego wzoru na dowolna
funkcje wielkosci mierzonych x; i x,, dang wzorem y = f (x;, x;), ma nast¢pujaca postac:
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gdzie oj, 0> sa niepewnosciami (odchyleniami standardowymi) poszczegdlnych zmiennych.
Oznacza to, ze dla zmierzonych wartosci xjo 1 xp, otrzymamy wynik y + oy, ktory obliczymy
jako: f (x10 1 x20) £ 07 (x10 1 x20). I analogicznie dla wigkszej iloSci zmiennych. Taka metoda
obliczania niepewnos$ci pomiaru nosi nazwe¢ metody propagacji matych btedéw. Wzér (1) jest
stuszny, gdy niepewnosci wielkosci mierzonych mozemy traktowa¢ jako niezalezne
(nieskorelowane), co czesto nie zachodzi np.: w przypadku pomiaru kilku danych jednym
przyrzadem (wtedy bledy systematyczne sa skorelowane). Trudniejszego przypadku
skorelowanych niepewnos$ci (mogacego zmniejsza¢ wartos¢ wypadkowej niepewnosci) nie

bedziemy jednak uwzglednia¢ - szacujemy niepewnos¢ z nadmiarem.
Przyktady:




1) Wiemy, ze pochodna sumy jest suma pochodnych. Biorac to pod uwage, z rownania (1)
wynika, ze w przypadku sumy zmiennych x; + x;, o niepewno$ciach oj i 03, niepewnos¢
wypadkowa wynosi o, przy czym o = 0, + 0>°. Réwnanie to wykorzystywaliémy juz na
¢wiczeniu A2.

2) Z kolei wiemy, ze w przypadku iloczynu zmiennych, y = x;-x,, po prawej stronie réwnania (1)
otrzymamy pod pierwiastkiem (x,07) + (x105)%, a po podzieleniu przez y, otrzymujemy wzor:
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Dla matych warto$ci wzglednych odchylen o/x, mozemy uzy¢ przyblizenia:
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czyli dla iloczynu zmiennych, niepewnos¢ wzgledna wyniku jest w przyblizeniu suma
niepewnosci wzglednych zmiennych. Identyczny wzor otrzymamy w przypadku ilorazu.

b) Elementy analizy statystycznej

Centralne twierdzenie graniczne mowi, ze niezalezne zmienne losowe o wartosci oczekiwanej 1
i skonczonej wariancji o, to dla liczby préb dazacej do nieskonczonosci, rozktad zbiega do
standardowego rozktadu normalnego (Gaussa). Biorac to pod uwage, zaktadamy, ze wyniki Up
pomiaréw napigcia przewodzenia mozna opisac¢ rozktadem Gaussa w postaci:

exp[_ (UD_le)j , 4)
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Zakres pomiarowy dzielimy na przedzialy o szerokosci A 1 liczymy, ile pomiaréw miesci sig

w przedziale Uy, Ux + A . W takim wypadku nalezy oczekiwaé, ze w danym przedziale, k,
otrzymamy liczbe N, pomiaréw, dang wzorem:

Uk+A
N, =N [GU,:u,0)dU, (5)
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gdzie N jest liczba wszystkich pomiaréw. Najprostsza, przyblizona metoda obliczenia catki
polega na zastapieniu jej wyrazeniem G(Up;4,0) A okreSlajacym  pole powierzchni

prostokata o wysokosci G(U[;;;4,0) 1 podstawie A, gdzie Uy wyznacza srodek przedziatu

histogramowania. W takim wypadku:

Ny =N-A-GU s 4, 0) - 6)

W cze$ci doswiadczalnej, (b), sprawdzimy stusznos¢ tego przyblizenia.



¢) Niepewnosci pomiarowe miernika

Na zajgciach postugiwac si¢ bedziemy miedzy innymi multimetrem przeno$nym Brymen 805.
Ponizej przedstawione sa parametry dotyczace pomiar6éw napigcia stalego w temperaturze 23°C
+ 5°C, wilgotnosci wzglednej ponizej 75% i miejscu uzycia miernika ponizej 2000 m nad
poziomem morza — wplyw cisnienia.

Tabela 1. Dokladnos$¢ dla pomiaréw napigcia statego (DC).

Zakres Dokladnosé:
400.0 mV 0,3% + 4c
4.000 V; 40.00 V; 400.0 V 0,5% + 3c
1000 V 1,0% + 4c
Tabela 2. Doktadnos$¢ dla pomiaréw natezenia pradu statego.
Zakres Dokladnosé:
400.0 pA 2,0% + 5S¢
4000 pA 1,2% + 3¢
40.00 mA 2,0% + 5c
400.0 mA 1,2% + 3c
4.000 A 2,0% + 5c
10.00 A 1,2% + 3c

d) Zaleznos$¢ prad - napigcie dla diody

Dioda jest przyrzadem elektronicznym, zawierajacym pojedyncze zlacze p-n, metal-
potprzewodnik (m-s) lub heteroztacze (2 pdiprzewodniki). Zgodnie z prawem Shockleya,
natgzenie pradu w zlaczu zalezy wyktadniczo od przytozonego napigcia U:

I=1, [exp( ngeT] - 1] )
B

gdzie Iy i n to wspoétczynniki charakterystyczne dla danej diody. Wspétczynnik doskonatosci n
jest na ogdt bliski jednosci. Wzor (7) mozemy przeksztalci€ tak, aby otrzymacé zalezno$¢ napigcia
od nat¢zenia pradu:
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W dalszej czgsci ¢wiczenia bedziemy bada¢ rozklad wartoSci napigcia przewodzenia U,
w warunkach statego pradu dla dtugiej serii nominalnie identycznych diod. Poprawne wykonanie
zadania wymaga starannego i szczegétowego zbadania efektéw systematycznych, zwiazanych
z doktadno$cia przyrzadéw i metoda pomiarowa.

Pomiaru napigcia dokonuje si¢ za pomoca uktadu zbudowanego z opornika wzorcowego oraz
diody. Uktad zasilany jest stalym napigciem Uy (rys. 1).
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Rys. 1. Uktad do pomiaru charakterystyki U(I) diody i przyktadowy wykres.
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Napiecie na diodzie jest rzedu 1 V. Tymczasem warto$¢ kgT/e w temperaturze pokojowej wynosi
okoto 0.025 V. Jezeli w uktadzie nastapi zmiana pradu np.: z 1 mA na 1.1 mA, to napigcie zmieni
si¢ 0 0.0025 V, czyli bardzo nieznacznie. W tej sytuacji mozemy przyjac przyblizenie, ze napigcie
na diodzie jest praktycznie state. Poniewaz napigcie zasilania tez jest state, mozemy przyjac, ze
na oporniku jest stale napigcie Uz -Up i ptynie przez niego staty prad I = (Uz -Up)/R.

W praktyce przyjmuje sig czesto przyblizenie, ze napigcie na diodzie jest state. Jego wartos¢, Up,
nazywamy wowczas napigciem przewodzenia i odpowiada ono pradowi o okreslonej wartosci
znamionowej np.: 2 mA lub 20 mA (t¢ wartos$¢ pradu i odpowiadajace jej napigcie przylozone do
diody okresla producent w danych katalogowych diody).

Pomiary: czesé (a)

Masz do dyspozycji:

diodg swiecaca LED typu L-53IT lub LID-53LID, wykonanej z pétprzewodnika GaAsP,
opornik 1 kQ,

zasilacz stalego napiecia,
woltomierz i amperomierz.

1) Badane diody bedziemy umieszcza¢ w zaciskach na ptytce montazowej, tej samej, ktorej
uzywalismy w ¢wiczeniach Al i A2, w obwodzie pokazanym na rys. 1 .

2) Potacz obwdd jak na rysunku 1. Nie wolno: (I) podtacza¢ diody LED bezposrednio (tj. bez
opornika) do zasilacza, (II) podiacza¢ otrzymanej diody LED do napigcia wywolujacego
przeptyw przez diode pradu o nat¢zeniu wigkszym niz 30 mA, (III) podtacza¢ diody LED do
wyzszego napigcia niz -5 V, w kierunku zaporowym, gdyz takie podtaczenia moga
spowodowac zniszczenie diody.

3) Zmierz zalezno$¢ napigcia od natgzenia dla diody. Zacznij od malego, mierzalnego natgzenia,
np.: 0.5 LA, a potem zwigkszaj natgzenie w sposéb wykladniczy: 1, 2, 5, 10, 20, 50, .. az do
osiagnigcia wartosci 5 mA.

4) Piszac raport przedstaw wykres U(I) w skali liniowej, a nast¢pnie przygotuj wykres U(x),
x =1In(//1 pA). Zgodnie ze wzorem (8) w takiej skali powinnismy otrzymac zalezno$¢ liniowa.
Dopasuj prosta i wyznacz n oraz Iy, zaktadajac, ze temperatura wynosi 7' = 295 K natomiast
kg = 0.0861 meV/K. Zapisz, jaka niepewnos¢ n i Iy podaje program dopasowujacy. Program
ten nie zna niepewno$ci pomiarowych i szacuje odchylenie standardowe na podstawie
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statystycznego odchylenia pomiaréw od dopasowanej prostej. Takie oszacowanie jest
zanizone.

Pomiary: czesé (b)

Masz do dyspozycji:
e 100 diod o nominalnie identycznych parametrach, opornik 1 kQ,
e zasilacz stalego napigcia,
e miernik uniwersalny.

5)

6)

Wiedzac, ze napigcie przewodzenia dla badanej w tym ¢wiczeniu diody LED $§wiecace;j
w kolorze czerwonym wynosi okoto 1.7 V przy nat¢zeniu pradu 2 mA, dobierz przez
obliczenie takie napigcie z zasilacza, aby prad plynacy przez szeregowo potaczone opornik R =
1 kQ i taka diode wynosit I =2 £ 0.1 mA.

Zmieniajac kolejno diody w zaciskach, zmierz dla nich napigcia Up. Czy wskazania miernika
podczas pomiaru pojedynczej diody LED zmieniaja si¢ w czasie? Co to oznacza z punktu
widzenia niepewnosci pomiaru? Zanotuj wartosci Up korzystajac np. z tabeli ponizej.

Tabela 2. Arkusz pomiarowy.

Nr Napiecie Up | Niepewnos¢ Up
pomiaru [V] [V]
1
2
100

Analiza wynikéw

7

8)

Ze wzoru na propagacj¢ matych btedéw (1) oblicz niepewnos$¢ napigcia, oy, dla nat¢zenia
pradu 2 mA, obliczonego ze wzoru (8). Zatéz, ze niepewno$¢ temperatury wynosi ot = 1.5 K,
a wzgledna niepewno$¢ pomiaru natgzenia pradu wynosi oy/l = 0.5%. Co daje wigkszy wktad
do niepewnos$ci napigcia: zmiany temperatury czy natg¢zenia pradu?

Nalezy zatozy¢, ze U wynosi okoto 1.7 V, a wspétczynnik niedoskonatosci n = 1.

Nalezy pamigta¢, ze to jest czg$¢ niepewno$ci pomiarowej wynikajaca z niepewnosci
temperatury i pradu zasilajacego diodg, czyli warunkéw eksperymentu.

Na ostateczny wynik pomiaru bgda miaty wptyw niedoskonatos$ci miernika.

Natomiast mierzac seri¢ diod przekonujemy sig, ze na napigcie U, maja wplyw takze
parametry techniczne. Parametry techniczne wchodza do réwnania diody (7), jako parametr
doskonatosci n i prad I.

Z. wynikéw pomiaréw wartosci Up bedzie sporzadzany histogram. Histogram to wykres
stupkowy zmiennej mierzonej Up pokazujacy np. ilos¢ pomiaréw (liczebno$¢) w przedziatach
wartosci Up o szerokosci A zwanej szerokoscia przedzialéw histogramowania (ang. bin size,
np. we wlasnos$ciach histogramu w programie SciDAVis).

9) Dla uzyskanego zbioru n warto$ci napi¢¢ Up;, oblicz podstawowe statystyki opisowe:

$rednig arytmetyczna 4 = <Up> = X;Upi/n .

oraz statystyczna niepewnos¢ standardowa oy = \/ > Up; - ,u)z (n-1).
i



10) Nalezy sporzadzi¢ histogram liczebnosci wynikéw pomiaréw napigcia przewodzenia diod Up
dla okoto 7 - 12 przedziatéw wartosci przyjmowanych przez Up.

Histogram jest graficznym sposobem przedstawiania rozktadu empirycznego wielkosci fizycznej.

Pokazuje on liczebno$¢ zdarzen (pomiaréw) odpowiadajacych pewnemu przedziatowi wielkosci

fizycznej X. W naszym przypadku wielko$cia histogramowana bgdzie napigcie przewodzenia Up.

Przyktad obliczen dla serii diod podano w tabeli 3.

Tabela 3. Przyktadowe wyniki pomiaréw i ich analiza.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 razem

krawedz dolna przedziatu U, [V] | 1,7 | 1,72 | 1,74 | 1,76 | 1,78 | 1,8 | 1,82 | 1,84

krawedz gorna przedziatu U, + A

[V] 1,72 | 1,74 | 1,76 | 1,78 | 1,8 | 1,82 | 1,84 | 1,86

srodek przedziatu Uy, [V] 1,71 | 1,73 | 1,75 | 1,77 | 1,79 | 1,81 | 1,83 | 1,85

liczba n; danych mieszczacych

X . 0 5 43 91 63 13 1 0 N=216
si¢ w przedziale k

warto$¢ $rednia, L = <Up> [V] 1,776

odchylenie standardowe, G [V] 0,018

Spodziewana ilo$¢ zliczen w
przedziale k obliczona z rozktadu | 0,13 | 3,76 | 33,36 | 88,98 | 71,32 | 17,18 | 1,24 | 0,03 | 216,00
Gaussa NA-G(Uj,U,0)

W powyzszej tabeli spodziewana ilos¢ zliczen w przedziale k obliczona zostata z rozktadu
Gaussa NA-G(Uy, W, o). Podany rozktad pomiaréw, jego warto$§¢ $rednia p = 1,776 V oraz
dyspersja 6 = 0,018 V pochodza z przyktadowego pomiaru napi¢¢ przewodzenia serii diod.

12) Zakladajac, ze zebrane wartosci napie¢ Up przedstawiaja reprezentatywna probke
wylosowana z rozkltadu Gaussa (réwnanie (4)) o parametrach okre$lonych przez warto$¢
srednia 4 1 statystyczng niepewno$¢ pojedynczego pomiaru G, nanie$s na histogram krzywa
wynikajaca z rozktadu Gaussa (ggsto$¢ prawdopodobienstwa rozktadu Gaussa mnozona przez
N-A dla przypadku histogramu liczebnosci).

13) Na histogramie zaznacz polozenie wartosci Sredniej oraz wartosci odlegle o jedna
statystyczng niepewnos¢ pojedynczego pomiaru na prawo i lewo od wartosci Sredniej. Na
podstawie histogramu lub korzystajac bezposrednio z danych ocen procent liczby pomiar6w
mieszczacych si¢ w tym przedziale.

Histogram mozna rysowa¢ w arkuszu kalkulacyjnym programu Excel, Open Calc lub
w programie SciDAVis (z menu wybra¢ Plot/ Statistical Graphs / Histogram).

Uwaga. Przy podawaniu wynikéw koncowych pomiaréw w postaci y + 0y, stosowana jest
nastgpujaca konwencja dotyczaca liczby cyfr po przecinku. Podajemy co najwyzej dwie cyfry
znacza niepewnosci oy, a podawane cyfry wartoSci y, ograniczamy do tej samej pozycji, co
ostatnia cyfra o;. Przyklady: U =21,15+0,03 V, I =1,240,1 mA, zamiast: [ = 1,1234+0,123 mA.
Konwencja ta nie dotyczy wynikow czastkowych stuzacych do dalszych obliczen.

Wersja z 26 111 2020, K. Korona, Z. Ogorzatek
(na podst. materiatow z Prac. Fiz. i Elektronicznej, WF UW)



