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Cwiczenie A2

Prawa Kirchhoffa

Streszczenie

W tym ¢wiczeniu poznajemy zasady rzadzace faczeniem elementéw elektronicznych w obwody.
przede wszystkim sa to prawa Kirchhoffa. Znajomo$¢ prostych praw wykorzystamy do
zapoznania si¢ z niepewnosciami pomiarowymi: napig¢, nat¢zen pradow oraz oporéw. Biorac pod
uwagg te niepewnosci sprawdzamy, czy uzyskane wyniki pomiaréw pradéw i napie¢ w prostych
obwodach pradu statego (szeregowe lub rownolegle potaczenie opornikéw) sa zgodne z prawami
Kirchhoffa. Jako kryterium zgodnos$ci korzystamy ze statystycznego testu zgodnosci 3-sigma
(30). Poznajemy takze zasady wyznaczania niepewnosci wielkosci ztozonej, bedacej suma lub
réznica dwu lub wigcej zmierzonych wielkosci. W drugim etapie ¢wiczenia jest wyznaczamy
opdr wewngetrzny ogniwa elektrochemicznego — baterii R6 - korzystajac z dopasowania prostej do
wynikéw pomiaru napigc¢ 1 pradow w obwodzie z bateria.

Wstep @

I prawo Kirchhoffa dotyczy natezen pradu i jest
rezultatem zasady zachowania tadunku
elektrycznego. Ma szczeg6lne znaczenie w weztach
obwodu elektrycznego, tzn. w punktach, gdzie
zbiega si¢ kilka przewodéw. Stwierdza ono, ze suma
nat¢zen pradéw wptywajacych do wezta jest rowna
sumie natgzen pradéw z niego wyptywajacych. Dla ©

sytuacji przedstawionej na rysunku 1 ma ono postac: Rys. 1 Wezet w obwodzie
elektrycznym.

I =12+I3 (1)

II prawo Kirchhoffa dotyczy napig¢. Tres¢ tego
prawa brzmi nastgpujaco: w dowolnym obwodzie £ U
zamknigtym algebraiczna suma sit 1+ 1
elektromotorycznych, €,, (tj. napi¢¢ generowanych —
np. przez znajdujace si¢ w obwodzie baterie lub U2
zasilacze) jest rOwna sumie spadkéw napie¢ na
elementach obwodu, Uy,. Co zapisujemy wzorem:

Rys. 2 Obwdd z ogniwem.
Yen=2Un, )
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Rys 3 Szeregowe polaczenie opornikéw Rys. 4. Oporniki potaczone réwnolegle.

Z praw Kirchhoffa wynika, ze sumaryczny spadek napigcia na opornikach potaczonych
szeregowo Usg, jest réwny sumie napi¢¢ U; + U, + .. + U, (rys. 3). Poniewaz przez wszystkie
oporniki ptynie ten sam prad, I, mozemy wszystkie napigcia podzieli¢ przez ten prad.
Otrzymujemy wtedy réwnanie moéwiace, ze catkowity opor, Rs, przewodnikéw potaczonych
szeregowo jest rowny sumie oporow, R, tych przewodnikow:

n
Rs=R;+Ry+..+R,= Y R; (3)
i=1

Analogicznie mozna pokazaé, ze efektywny opdr, Rg, przewodnikéw potaczonych rownolegle
(rys. 4), spetnia zalezno$¢:
1 1 1 1 LA |
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Niepewnos$ci pomiarowe miernika

Na zajgciach postugiwac si¢ bedziemy miedzy innymi multimetrem przeno$nym Brymen 805.

W tabelach 1 - 3 (ponizej) przedstawione sa parametry dotyczace pomiarOw nat¢zenia pradu
stalego, napigcia stalego i oporu dla wykorzystywanego przez nas miernika uniwersalnego
Brymen 805 (w temperaturze 23°C + 5°C, wilgotno$ci wzglednej ponizej 75% i miejscu uzycia
miernika ponizej 2000 m nad poziomem morza — wptyw ci$nienia).

Tabela 1. Dokladnos$¢ dla pomiaréw natgzenia pradu statego.

zakres dokladnosé:
400.0 pA 2,0% + 5¢
4000 LA 1,2% + 3¢
40.00 mA 2,0% + 5c
400.0 mA 1,2% + 3¢
4.000 A 2,0% + 5c

10.00 A 1,2% + 3¢

Tabela 2. Doktadnos$¢ dla pomiaréw napigcia statego (DC).

zakres dokladnosé:
400.0 mV 0,3% + 4c¢
4.000 V; 40.00 V; 400.0 V 0,5% + 3c
1000 V 1,0% + 4c¢




Tabela 3. Doktadnos$¢ dla pomiaréw oporu.

zakres dokladnosé:
400.0 Q 0,8% + 6¢
4.000 kQ; 40.00 kQ; 400.0 kQ 0,6% + 4c
4.000 MQ 1,0% + 4c¢
40.00 MQ 2,0% + 4c¢

Aktualny zakres pomiarowy miernika rozpoznajemy po formacie liczbowym wys$wietlanego
wyniku. Wielko§¢ A — dopuszczalny btad graniczny wskazania miernika na danym zakresie
pomiarowym, wyznacza si¢ na podstawie wzoru:

A=w-x+nc, %)

gdzie kolejne dwa sktadniki oznaczaja:

w-x - niepewno$¢ procentowa dla wskazywanej przez przyrzad wartosci x. Wartos¢ w
odczytujemy z powyzszych tabeli dla uzytego zakresu pomiarowego miernika.

n-c — doktadno$¢ cyfrowa okreslana jako liczba n pojedynczych cyfr na najmniej znaczacej
pozycji ¢ wyswietlanej na mierniku. Zalezy ona od wybranego zakresu pomiarowego i
jakosci miernika (przetwornika analogowo-cyfrowego A/C w mierniku), a nie zalezy od
warto$ci pomiaru.

Przyklad 1.
Jesli producent podaje doktadnos¢ 0,5% na wybranym zakresie pomiarowym, to dla wskazania x
= 30,00 V otrzymujemy niepewnos$¢ procentowa w-x = 0,005-30,00 V. =0,15 V.

Przyklad 2.

Jesli producent podaje, ze na zakresie pomiarowym 40,00 V DC doktadno$¢ cyfrowa wynosi 3c,
to znaczy, ze warto$¢ doktadna moze si¢ r6zni¢ maksymalnie dodatkowo o + 0,03 V od
odczytanej wartosci (pojedyncza cyfra na najmniej znaczacej pozycji odczytu 40,00 V to 0,01 V).
Sumujac obie wartosci otrzymamy dopuszczalny btad graniczny A pomiaru przy wskazaniu 30 V
rowny: A = 0,15V + 0,03V = 0,18 V (co stanowi 0,6% pomiaru) dla zakresu 40,00 V DC.
Wykonujac analogiczne obliczenia dla tej samej warto$ci mierzonej 30,0 V, ale na niewlasciwie
dobranym zakresie pomiarowym miernika 400,0 V DC, przy tych samych parametrach
doktadnosci, otrzymamy niekorzystnie wigkszy dopuszczalny blad graniczny: A=0,15V + 0,3V
= 0,45 V, co stanowi 1,5% wartosci z pomiaru. Nalezy wi¢c mierzy¢ na najkorzystniejszym
zakresie miernika.

Przyklad 3 (obrazujacy pojecie doktadnosci miernika)
Dla wyobrazenia sobie, co oznacza dokladno$¢ przyrzadu pomiarowego, rozwazmy
nastgpujacy model procesu produkcji takich przyrzadéow. W fabryce, w seryjnej produkciji,
wytwarzane sa ,,identyczne” mierniki. Jak kazdy proces fizyczny, proces technologiczny nie
jest jednak kontrolowany absolutnie doktadnie. Na skutek przypadkowych zakidécen w jego
przebiegu wskazania miernikéw z wyprodukowanej serii réznia si¢ nieznacznie podczas
mierzenia tego samego obiektu. Przyjmijmy, ze producent wypuszcza z fabryki, przyrzady
pokazujace warto$¢ zgodna z wartosciag doktadna |, w ramach maksymalny btedu wskazan
(dopuszczalny biad graniczny). Czyli réznica migedzy wskazaniem x dowolnego miernika z
serii, a warto$cia doktadna W, nie przekracza co do wartosci bezwzglednej wartosci A. Oznacza
to ze uzyskana w wyniku pomiaru konkretnym miernikiem warto$¢ x zawiera si¢ przedziale (1



— A, LW+ A). Przyjmujemy, ze kazdy wynik z tego przedziatu jest jednakowo prawdopodobny,
zatem wariancja 6> zmiennej losowej x dla serii miernikéw wynosi:

A 2
o’ =L szdsz— (6)
2A -, 3
czyli dyspersja, (odchylenie standardowe) wynosi

3

Szczegbly sa opisane w skrypcie A. Majhofera, [1]

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania, wynik x pojedynczego pomiaru wielko$ci mierzone;j
miernikiem podajemy jako (x + ©), gdzie jako niepewno$¢ pomiaru bierzemy odchylenie
standardowe G = A/~/3, w ktérym A jest dopuszczalnym bigdem granicznym wskazan miernika
na uzytym zakresie pomiarowym.

Wartos¢ oczekiwana i niepewnos¢é sumy dwu zmiennych losowych.

Rozwazamy sytuacjg, w ktorej poszukiwana przez nas wielkos$¢ nie jest mierzona bezposrednio
(jednym pomiarem), a jest suma dwu niezaleznie zmierzonych wielkosci, na przyklad dwu
natgzen pradéw wptywajacych dwoma przewodami do wezla obwodu elektrycznego. Pomiar
pierwszej wielko$ci ¥, daje warto$¢ oczekiwana E(x,;) = X; z niepewno$cia pomiarowa

i - E——— . o . . y . . oy . e —
gy, = E((x; —%;)*), a pomiar drugiej wielkosci x; daje warto$¢ oczekiwana *; z
niepewnoscia @;. Wielko$¢ sumy x; +x, poszukiwana przez nas ma warto$¢ oczekiwang
Xy +X; x; +x,,ajej wariancja @ © wynosi:

El(xl +x; = (x +x2))212 El(xl = )+ (= ey =)+ (i —Xz)ZJZ
of +ai +2E[x —x Jx, —x,)].

Dla przypadku kiedy pomiary obu wielkosci x; i x, sa niezalezne warto$¢ oczekiwana dana
trzecim wyrazem tej sumy wynosi 0 i wariancja ¢® = o + of. Niepewno$¢ sumy dwu
niezaleznych zmiennych losowych wynosi o = 4/o? + . Taki sam wynik dostajemy dla
niepewnos$ci réznicy dwu niezaleznych zmiennych losowych. Jest to najprostszy przypadek
pokazujacy, jak niepewnos$ci pomiaru wielkosci sktadajacych si¢ na pewna wielkos¢ wynikowa
przenosza si¢ na niepewnos¢ tej wielkosci wynikowej. Bardziej ztozone sytuacje dowolnej
funkcji, a nie tylko sumy dwu zmiennych losowych, poznamy w przysztosci jako metode
propagacji matych btedéw (¢wiczenie A3 oraz wyklad ze Wstegpu do analizy danych [1]).

TEST 30

Wartos¢ liczbowa uzyskana z pomiaru kazdej wielkosci fizycznej obarczona jest niepewnoscia
pomiarowa (niedoktadno$cia pomiaru). Uzasadnione jest wigc pytanie o kryteria rozstrzygania,
czy pomiar wykonany z niepewnoscia pomiarowa jest zgodny, czy niezgodny z modelem
mierzonego zjawiska.
Elementem niniejszego ¢wiczenie jest sprawdzanie zgodnosci wynikow doswiadczen z
przewidywaniami teoretycznymi (prawami Kirchhoffa) lub tez sprawdzanie wzajemnej zgodnosci
wynikéw réznych pomiaréw, a wigc, mowiac ogdlnie, testowanie hipotez. Najprostszym testem
zgodnosci wynikow jest tzw. test 3¢ spotykany w dwdch nastepujacych typach zagadnien:
¢ Hipoteza teoretyczna glosi, ze ,,wielkos¢ mierzona ma wartos¢ #”’. Wynik pomiaru, X, tej
wielkosci jest okreslony z dyspersja (niepewnos$cia pomiaru) @, gdzie @ jest pierwiastkiem
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kwadratowym z wariancji . Test prowadzimy w ten sposéb, ze wyznaczamy warto$é
lx — ul i sprawdzamy, jak uzyskana warto$é ma sie do wartoéci 3. Jedli znajdujemy, ze
|x — | = 30, to odrzucamy hipotezg teoretyczna o wartosci i wielkosci mierzonej. Jesli za$
spetniony jest warunek |x — u| = 3o, to konkludujemy, ze hipoteza ta nie jest sprzeczna z
danymi z pomiaru.

¢ Hipoteza teoretyczna glosi, ze ,,dwa pomiary uzyskane réznymi metodami (w réznych
warunkach) daja ta sama wartos$¢”. Niech wynik x uzyskany jedna metoda bgdzie okreslony z
dyspersja @, za$S wynik ¥ uzyskany druga metoda bedzie okreSlony z dyspersja &,. Test
prowadzimy w ten sposéb, ze wyznaczamy warto$¢ |x — y| i sprawdzamy, jak warto$¢ ta ma
si¢ do wartoci 30, gdzie 0 = o + tT;. Jesli znajdujemy: |x —yl =34, to odrzucamy
hipotezg, ze oba pomiary daja t¢ sama warto$¢. Jesli za$ spelniony jest warunek, ze
|x —¥| < 30, to konkludujemy, Ze hipoteza ta nie jest sprzeczna z danymi. Nalezy z cala
moca podkresli¢, ze w przypadku, gdy test 3¢ nie odrzuca hipotezy, nie oznacza to, ze
udowodnili$my jej stusznos¢, a jedynie godzimy si¢ z nia, gdyz nie jest sprzeczna z danymi z
pomiaru. Jesli pomiary opisywane si¢ rozkladem Gaussa (wyktad ze Wstepu do analizy
danych [1]), to testowi mozna nada¢ interpretacj¢ probabilistyczna: dopuszczamy odrzucenie
prawdziwej hipotezy nie czgSciej niz 3 razy na 1000 decyzji. Zastgpienie testu 3o
analogicznym testem 2¢ oznacza odrzucanie prawdziwej hipotezy nie czgsciej niz 1 raz na
20 decyzji.

Uklad pomiarowy

Do dyspozycji masz:

-- dwa mierniki uniwersalne,
-- zasilacz napigcia statego,
-- przewody z koncéwkami,
- 2 zestawy pomiarowe.

Rys. 5. Widok ptlytki drukowanej do badania praw Kirchhoffa. Przerwy w obwodzie, zaznaczone
jako R1, R2 oraz R3, to miejsca, gdzie mozna wpia¢ oporniki, zas przerwy z1 do z7 stuza do
wpinania zworek pozwalajacych uzyska¢ potaczenia szeregowe lub réwnolegte tych
opornikéw lub do przylaczania miernikéw. Punkty E— oraz E+ to miejsca przylaczenia
zasilania.



Zestaw pomiarowy 1:
- ptytka drukowana do testowania praw

- oporniki o oporach w zakresie od kilku do

Zestaw pomiarowy 2:

- plytka drukowana z bateria (rys. 6),
- oporniki o oporach w zakresie od

Kirchhoffa,

kilkudziesieciu kQ.-

kilkudziesieciu do 200 Q.

Rys. 6. Uklad pomiarowy do wyznaczania
oporu wewngtrznego baterii.

Wykonanie ¢wiczenia

1.

2.

Zmierz omomierzem warto$ci oporéw opornikéw w zestawie pomiarowym 1 oraz wyznacz ich
niepewnos$ci pomiarowe na podstawie tabeli 3.

Zbuduj obwdd szeregowy, jak na rysunku 3. Wykorzystaj zasilacz jako zrédio napigcia.

Uwaga praktyczna: do dobrej praktyki (wymaganej przez normy) nalezy przestrzeganie
zasady: czerwony kabel podiaczamy zawsze do ,,goracego” zacisku na zasilaczu.

. Wiacz zasilacz i zmierz napigcia Uy, Uy, Us na kazdym z opornikéw oraz na wszystkich trzech

opornikach tacznie Us, czyli napigcie (site elektromotoryczng) zrédta. Notuj doktadnie format
liczb, w jakim miernik wyswietla wartosci (takze w przypadku wyboru automatycznego
zakresu pomiarowego miernika), gdyz format ten okresla zakres, na ktérym wykonano pomiar,
a wiec okresla tez dopuszczalny biad graniczny pomiaru (tabela 2).

. Wyznacz dla zmierzonych wartosci napie¢ U;, U,, Us i Ug dopuszczalne btedy graniczne

wskazan woltomierza oraz wartosci niepewnos$ci pomiaru 6. Wyznacz takze niepewno$¢ sumy
Uiz = U + Uy + Us. W tym celu skorzystaj z opisanej wyzej metody sumowania wariancji
sktadnikéw dla wyznaczenia wariancji sumy tych sktadnikéw.

. Zastosuj metodg testu 36 dla rozstrzygnigcia, czy otrzymane z pomiaréw wartosci Ujpz i Ug sa

ze soba zgodne, a wiec czy pomiary s zgodne z Il prawem Kirchhoffa. Do obliczen w punkcie

4 1 5 mozesz wykorzysta¢ arkusz kalkulacyjny dla niniejszego ¢wiczenia w programie Calc z
OpenOffice.

. Zbuduj obwdd réwnolegle potaczonych opornikéw, jak na rysunku 4. Zastosuj zasilacz jako

zrédto napigcia.

. Po podtaczeniu zasilacza, zmierz nat¢zenia pradu I;, I, oraz I3 w kolejnych gateziach z

opornikami Ry, R, i R3 obwodu z réwnolegtym potaczeniem opornikéw oraz zmierz warto$¢
catego pradu, I, ptynacego ze zrédta napiecia.

. Wyznacz niepewnosci danych uzyskanych w pomiarach w punkcie 7 i sprawdz zgodnos¢

wynikow pomiaru pradu, Is, oraz sumy I; + I, + I3 stosujac kryterium testu 36. W ten sposéb
sprawdzamy zgodno$¢ pomiaréw z I prawem Kirchhoffa. Do obliczeh mozesz znowu
wykorzysta¢ arkusz kalkulacyjny dla niniejszego ¢wiczenia w programie Calc z OpenOffice.



Pomiary z wykorzystaniem zestawu 2 (wyznaczanie oporu wewnetrznego baterii).

9. Zmierz omomierzem warto$ci opornikdw z zestawu pomiarowego 2 oraz wyznacz ich
niepewnos$ci pomiarowe. Nie wymieszaj opornikow z zestawow 11 2.
10. Korzystajac z elementéw zestawu pomiarowego 2

zbuduj wedtug rysunku 7 obwdd, w ktérym zrédlem 1
sity elektromotorycznej, €, bedzie bateria o R e\
nieznanym oporze wewngtrznym Ry, a opér Rz to ; i
jeden z opornikéw z zestawu 2. E Rwi
11. Za pomoca miernikOw zmierz napigcie na i : U R.
zaciskach baterii oraz nat¢zenie pradu ptynacego w i 8_ _‘l' ' Z
obwodzie. Wykonaj taki pomiar dla kazdego P ——
opornika z zestawu 2 zmieniajac w ten sposéb prad L B /
ptynacy w obwodzie.
Czy obserwujesz zmiany mierzonego napiecia? Rys. 7. Obwdd do pomiaru oporu
Czy w tym doswiadczeniu zmienia si¢ sila wewngtrznego baterii.

elektromotoryczna baterii?

Uwaga: czerwony okragly przycisk stuzy do zamykania obwodu; wykorzystuj go tylko na czas
odczytywania wskazan miernikéw — nie trzymaj baterii wlaczonej przez dtuzej niz przez kilka
sekund, bo powoduje to rozladowywanie baterii, a wigc zmiang jej parametrOw w czasie
do$wiadczenia.

12. Z praw Kirchhoffa wynika, iz jesli do zaciskdéw baterii o sile elektromotorycznej € i oporze
wewnetrznym Rw podiaczymy opér zewnetrzny Ry (rys. 7), to natezenie I pradu plynacego
przez bateri¢ i napigcie U na jej zaciskach spetniaja zalezno$¢: U = € - Rw I . Zakladajac, ze
sifa elektromotoryczna i opér wewnetrzny baterii sa state, wykorzystaj dane uzyskane w
punkcie 9 do wyznaczenia obu wielkosci € oraz Ry. W tym celu wykonaj wykres U = f(I) i
dopasowanie do niego linii prostej metoda najmniejszych kwadratéw - wyznacz wartosci €
oraz Ry z tego dopasowania.

13. Na wykresie zaznacz niepewnosci pomiaréw U oraz I. Aby to zrobi¢, w programie Scidavis
nalezy w tabeli danych utworzy¢ dwie dodatkowe kolumny, oznaczy¢ je (Set Column As...)
jako zawierajace X Error oraz Y Error, a nast¢pnie z menu Graph/Add Error Bars... przez
wybor odpowiednich kolumn dorysowac¢ btedy dla punktéw pomiarowych.

W sprawozdaniu (z czg¢sci A) opisz przebieg do§wiadczen oraz:
- Przedstaw w tabelach wyniki pomiaréw i obliczen niepewnosci z punktow 1, 3,1 7.
- Przedstaw wyniki zastosowania testu 3G.
- Przedstaw wyniki pomiaréw z punktu 11 i wykres wraz z dopasowaniem z punktu 12.
- Opisz krétko uzyskane wyniki i sformutuj wnioski z pomiaréw.
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