Analiza niepewnosci pomiarowych w eksperymentach fizycznych
dla specjalnosci ,, Biofizyka molekularna”

Cwiczenie nr 1
WAHADLO MATEMATYCZNE
Instrukcja dla studenta

I. WSTEP

Celem ¢wiczenia jest ukazanie poczatkujagcemu eksperymentatorowi fundamentalnej
wlasnosci pomiarow, ktorg jest brak powtarzalnosci — uzyskiwane wyniki, mimo usilnych
staran eksperymentatora, sa rézne. Uswiadomienie sobie tego faktu rodzi dwie refleksje:
pierwsza dotyczy potrzeby wprowadzenia rozmaitych wielkosci, ktére w sposob graficzny i
ilosciowy opiszag i podsumuja uzyskane rezultaty, zas druga kaze nam rozwazy¢ mozliwe
modyfikacje sposobu prowadzenia doswiadczenia i wykonywania pomiarow, wiodace do
ograniczenia obserwowanej zmiennosci. Dla zilustrowania pojawiajacych sie¢ w tym
kontekscie zagadnien, wykonamy pomiary okresu wahadta matematycznego.

Wyniki tych pomiarow postuzg do konstruowania koleJno rozmaltych obiektow
statystycznych, ktére opisujg sStatystyczna nature pomiaréw i pomagaja Wyznaczaé, Z
surowych wynikoéw pomiarow, oceny wartosci poszukiwanych wielkosci fizycznych.
Zrealizowanie tych zadan wymaga bogatych zbiorow danych, a wiec wielokrotnych
pomiarow tej samej wielkosci fizycznej —w naszym przypadku — okresu wahadta.

PRZYPOMNIENIE

Okres drgan wahadta matematycznego (T) poruszajacego si¢
w zakresie matych katéw wynosi

T= 271\/I, 1)
g
gdzie

| - dlugos¢ wahadta (odlegtos¢ miedzy punktem zaczepienia
wahadta a jego srodkiem ci¢zkosci),
g — przyspieszenie ziemskie.

Rys. 1. Wahadlo matematyczne. m - masa
wahadta, | - dlugos¢ wahadla, a - kat
wychylenia z potozenia rownowagi

1. POMIARY
Masz do dyspozycji:
e wahadlo o regulowanej dtugosci;

e stoper pozwalajacy na odczyt czasu z doktadnosciag do 0,01 s;
e taSme¢ miernicza pozwalajaca na odczyt dtugosci z doktadnoscia do 1 mm.
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Wykonanie pomiarow

e Ustal dlugo$¢ wahadta tak, aby dolna krawedz kuli wahadta znalazta si¢ migdzy
kilka a kilkanascie centymetréow nad podlogg. Zmierz i zanotuj odlegtos¢ miedzy
punktem zaczepienia wahadta a jego srodkiem cigzkosci (0znaczmy ja symbolem ).

e Pod znajdujagcym sie w polozeniu rownowagi wahadlem, umie$¢ na podtodze
dhugopis lub kartk¢ papieru z narysowang wyrazng kreska. Wychyl wahadlo, w
kierunku prostopadlym do narysowanej na kartce kreski, na odleglo$¢ okoto 20 — 30
cm od polozenia rownowagi i zwolnij je. Sprobuj réznych sposobow zwalniania
wahadla i obserwuj je przez kilkanascie okresow. Zwro¢ uwage, zeby wahadlo nie
krazyto po elipsie, kula wahadta nie ,kiwata” si¢ wokot wiasnego srodka ciezkosci,
ani tez nie obracata si¢ wokot wilasnej osi. Wszystkie te efekty sa niewskazane, gdyz
zmieniajg one okres drgan, ktory chcemy zmierzy¢. Wykonaj takze najpierw pare
probnych pomiarow, ktore pozwolg Ci poéwiczyé reke.

e Zastanow si¢ nad wyborem potozenia wahadta, ktore bedzie poczatkiem odmierzania
czasu trwania okresu T wahadta.

e Gdy ,dopracujesz” si¢ w miar¢ idealnego sposobu uruchamiania wahadta i
wybierzesz punkt startu, zapisz wyniki 216 (stownie: dwustu szesnastu) pomiaréw
jednego okresu wahan wahadta.

Pamietaj, ze:
e Okres wahan wyznaczaj jako przedziat czasu migdzy dwoma kolejnymi przejsciami
wahadla w t¢ sama strone nad kreska na kartce.

1. ANALIZA DANYCH

Doswiadczenie to dostarcza bardzo bogatego materiatu statystycznego, ktorego nie da
si¢ przeanalizowa¢ w pelni w trakcie zaj¢é. Na ¢wiczeniach zostanie zaprezentowany
schemat statystycznej analizy danych pomiaru jednego okresu drgan wahadta, wykonanego
przez asystentow, dla proby liczgcej 432 wartosci (dane - dodatek 1). Studentka/Student
wedlug przestawionego schematu jest zobowigzany przeanalizowa¢ W domu wfasne dane i
oddacé je formie raportu. Aby uniknaé bledow zaokraglen, pomylek i skroci¢ czas potrzebny
na ich wykonanie, zalecanym sposobem przeprowadzania obliczen jest wykorzystanie
arkusza kalkulacyjnego lub innego, podobnego narz¢dzia.

Konstrukcja histogramu

Pierwszym krokiem analizy statystycznej wynikow wielokrotnych pomiarow jest ich
graficzna prezentacja w postaci histogramu, ktéry syntetycznie obrazuje rozktad uzyskanych
wynikow w probce.

e Konstruowanie histogramu rozpoczynamy od wyznaczenia najmniejszej (Xmin), |
najwickszej (Xmax) uzyskanej wartosci w badanej probce. Wartosci te pozwalaja
oceni¢ rozpigtos¢ histogramu. Symbolem N oznaczamy liczebnos¢ probki.

W naszym przypadku, gdzie warto$cig mierzong jest jeden okres T drgan wahadta wartosci te
wynosza odpowiednio:
Tmin = 3,06 S, Tmax = 3,56 S, N = 432
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e Ustalamy dolng krawedz X, < X, histogramu oraz szerokos¢ A, przedziatow, czyli
caly zakres wartosci wielkosci histogramowanej dzielimy na przedzialy: od Xy,
do Xy, =Xy +A;, 0d X dO X =X +A,, 0d Xg dO Xy = Xg +Azitd.., az do
ostatniego, K-tego przedzialu od wartosCi Xy, =Xy ) +tAc,; d0  wartosci

X{K+1} = X{K} + Ay, X{K+l} 2 X -

W naszym przypadku:
dolng krawedz histogramu Ty, ustalamy na 3,05 s;

przyjmujemy staly przedzial histogramowania o szerokosci A = 0,03 s;
liczba przedzialow histogramowania wyniosta K = 17.

e Nastepnie ustalamy, do ktorego przedziatu nalezy kazda z kolejnych wartosci z
probki, otrzymujac liczby n, danych w kazdym z przedzialow, zwane liczebnosciami
badz krotnosciami. W trakcie ustalania, do ktérego przedzialu histogramowania
nalezy wtaczy¢ dang wartos¢, mozemy natkngé sie na sytuacje, w ktorej wartos¢ ta
wypada na granicy przedzialow, a wigC moze zosta¢ zaklasyfikowana zaréwno do
tego, w ktorym rozwazana wartos¢ stanowi gorng granicg lub tez do nastgpnego
przedziatu obejmujacego wigksze wartosci zmiennej histogramowanej. Najczesciej
przyjmujemy konwencje, w ktorej przedzial histogramowania jest z lewej strony
otwarty zas z prawej domknigty.

e Dla kazdego przedzialu histogramu konstruujemy czestos¢ p, =n, /N oraz

wielkos¢ f;, ktora zwiemy gestoscia wielkosci histogramowanej, a ktora
definiujemy jako f, = p, /A;, czyli stosunek czegstosci p;, do szerokosci A; przedziatu
histogramowania. W rezultacie otrzymujemy kolejne wiersze tabeli ponizej.

Tabela 1. Schemat opracowywania serii pomiar6w bezposrednich

przedziat Ko x] | (xg) (icp Xix.y] | Suma
krotno$¢ n, n, n, N
czgstos¢ p; n N, 'S

N N N 1
gestose n, n, Nk _
f.[ jednostki] NA, NA, NA

Zauwaz, ze wielkosci f, maja wymiar — w tym przypadku jest to odwrotnos¢
jednostki czasu, w ktérej wyrazamy wyniki pomiaru okresu. Spetniaja one takze oczywisty

zZwigzek
K
D fA =1,

i=1

czyli pola powierzchni stupkéw histogramu sumujg Si¢ do jednosci — co jest definicjg frazy:
histogram jest unormowany do jednosci.
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W przypadku naszych danych wartosci: krotnos$ci, czegstosci i gestosci zmierzonego okresu
drgan wahadta dla wybranych przez nas przedzialow zostaty zamieszczone w tabeli 2.

Tabela 2. Zbiorcze opracowanie serii pomiaréw okresu T wahadta dla proby o liczebnosci
rownej 432 shuzace do konstrukeji histogramu 0 szerokosci przedziatu A = 0,03 s.

przedzial [s] krotnosé n; czestos¢ P gestos¢ fi [s7]
(3,05-3,08] 1 0,00231 0,07716
(3,08-3,11] 1 0,00231 0,07716
(3,11-3,14] 1 0,00231 0,07716
(3,14-3,17] 14 0,03241 1,08025
(3,17-3,20] 23 0,05324 1,77469
(3,20-3,23] 25 0,05787 1,92901
(3,23-3,26] 75 0,17361 5,78704
(3,26-3,29] 67 0,15509 5,16975
(3,29-3,32] 79 0,18287 6,09568
(3,32-3,35] 32 0,07407 2,46914
(3,35-3,38] 47 0,10880 3,62654
(3,38-3,41] 33 0,07639 2,5463
(3,41-3,44] 20 0,04630 1,54321
(3,44-3,47] 10 0,02315 0,77160
(3,47-3,50] 1 0,00231 0,07716
(3,50-3,53] 1 0,00231 0,07716
(3,53-3,56] 2 0,00463 0,15432

Suma 432 1 -
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Rysunek 2 przedstawia rozktad warto$ci zmierzonego okresu T drgan wahadta.

S

Gestosé £ [s]
w

3,05 311 3,17 323 329 335 341 347 353
Okres T drgan wahadla [s]

Rys.2. Rozktad warto$ci zmierzonego okresu T drgan wahadta dla proby o liczebnosci

N =432.

Rysujac histogram nalezy zwrdci¢ uwage na niektore elementy graficzne takiego
rysunku. Histogram winien mie¢ tytul, osie nalezy opisa¢ zarowno stownie, jak i
symbolem, jak rowniez poda¢, w nawiasach kwadratowych lub okragtych, jednostke
wielkosci wystepujacej na osiach. Normy wymagaja, aby znaczniki na osiach zwrdocone
byty ku dodatnim kierunkom osi, co powoduje, ze w przypadku, gdy kreslone wielkosci
wypadaja w pierwszej ¢wiartce, znaczniki te ,,wchodza” do rysunku, za$ prezentujac
wykres, ktory miesci Si¢ w trzeciej ¢wiartce, znaczniki beda wskazywaé na zewnatrz
tresci rysunku.

Z histogramami zwigzana jest konwencja, ktorej nalezy bezwzglednie przestrzegaé. Otéz,
istniejg dwa typy wielkosci, ktore histogramujemy: wielkosci ciagle (z taka wielkoscia
mamy do czynienia w naszym zadaniu) oraz wielkosci dyskretne. To rozréznienie
znajduje swe odbicie na histogramie — stupki histogramu wielko$ci ciagglej zawsze
rysujemy potaczone ze soba, a stupki histogramu wielkosci dyskretnej rozdzielone.
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Ocena prawdziwej wartosci wielkosci fizycznej

W srodowisku fizykoéw za ocene prawdziwej wartosci wielkosci fizycznej x, ktora
mierzymy, przyjmuje si¢ §rednig arytmetyczna, ktorg dla serii N wartosci x;, i =1,2,..., N,
definiujemy zwiazkiem:

)_(:_in g 2)

za$ za miare rozrzutu uzyskanych wartosci, czyli szerokosci rozktadu, przyjmujemy
wielkos¢ sy, zdefiniowang za pomoca wyrazenia:

SR Y,
SXZN—l- (Xi_X)
. ©

Wielkos¢ sy, nazywamy statystyczng niepewnosciag standardowg i czesto termin ten
uzupelniamy stowami: pojedynczego pomiaru, gdyz okresla ona srednie odchylenie
indywidualnego wyniku od s$redniej. Fraza: pojedynczego pomiaru pojawia si¢ tu dlatego, ze
wykonujac jeden dodatkowy pomiar spodziewamy si¢, ze srednio rzecz biorac, odchyli si¢
on od sredniej whasnie o wartos¢ sy (scislej: kwadrat odchylenia tego wyniku od wartosci

sredniej przyjmie wartos¢ zblizong do s?). Inna czesto spotykana nazwa wielkosci sy to
odchylenie standardowe eksperymentalne lub tez odchylenie standardowe z prébki.

Konwencjonalnie, za miar¢ niepewnosci sredniej arytmetycznej uzyskanej z probki 0
liczebnosci N przyjmujemy wielkos¢ s, , ktorej kwadrat definiuje nastgpujacy wzor:

1 ’
2=— "> (x -X) |, 4
Zauwazmy, ze wyrazenie to mozemy zapisa¢ w postaci:
2
S
2
TN ®

gdzie s jest niepewnoscig standardowa pojedynczego pomiaru.

W literaturze mozna spotkac, iz niepewnosci §redniej arytmetycznej s, zwana jest rowniez
niepewnoscig standardowg Sredniej lub odchyleniem standardowym $redniej.

Ocenge prawdziwej wielkosci fizycznej X zapisujemy w postaci

X+s, | (6)
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W naszym przypadku uzyskaliSmy nastepujace wartosci $redniej, niepewnosci pojedynczego
pomiaru i niepewnosci sredniej okresu drgan wahadta.

Tabela 3. Ocena prawdziwej wartosci okresu T drgan wahadta z probki o liczebnosci N = 432.

$rednia arytmetyczna T [s] 3,3072
Niepewnos$¢ standardowa pojedynczego 0,0797
pomiaru s; [s]

Niepewnos¢ $redniej arytmetycznej s- [s] 0,0038

Okres T wahadta wynosi 3,3072 + 0,0038 s.

UWAGA: niepewnosci zaokraglamy do 2 cyfr znaczacych

IV. RAPORT KONCOWY

Raport koncowy z analizy statystycznej pomiarow okresu wahadta nalezy oddaé na
nastepnych zajeciach. Wykorzystaj wlasne dane i opis wykonaj samodzielnie!

Raport koncowy winien zawiera¢ nastepujace elementy:

1. Krotkie przedstawienie przedmiotu badan.

2. Konstrukcj¢ histogramu przedstawiajacego rozklad gestosci okresu T drgan wahadta
wedtug schematu przedstawionego w instrukcji. Wykonaj histogramy stosujac staty przedziat
histogramowania A = 0,03 s oraz A = 0,01 s. Porownaj ksztalt histogramow i wymien
zaobserwowane roznice.

3. Obliczong wartos¢ srednia, niepewnos¢ pojedynczego pomiaru i niepewnosé sredniej
okresu T drgan wahadta.

4. Zaznaczone na osi odcigtych histogramu potozenie: sredniej oraz przedziatu obejmujacego
jedng niepewnos¢ standardowa pojedynczego pomiaru na lewo i na prawo od zaznaczonej
wartosci sredniej. Jaki utamek danych (w przyblizeniu) jest zawarty w tym przedziale?

5. Oszacowanie wartos$ci przyspieszenia ziemskiego na postawie uzyskanej wartosci $redniej
okresu wahadta.

Pamigtaj, ze:

Kazdy z raportéow koncowych mozesz napisac¢ recznie, byle porzgdnie i czytelnie. Jesli
zdecydujesz si¢ na wykorzystanie edytora tekstow, to przestrzegaj zasad typograficznych
obowigzujgcych w  publikacjach naukowych. Streszczenie podstawowych regut jest
umieszczone na stronie WWW. Ogdlne zasady sporzqdzania raportu oraz przyktadowy raport
wzorcowy znajdziesz na stronie WWW Pracowni.
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Dodatek 1. Dane pomiarowe okresu T drgan wahadta o dtugosci | = 264,8 £ 0,1 cm.

Numer Okres T [s]

pomiaru 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 - 332 356 328 |344 |325 |[318 |337 |322 |3,16
10 322 337 |328 |341 332 |332 |341 |332 |332 |3.28
20 316 |[322 |318 |[328 [328 |325 [341 |335 |328 |347
30 33 (332 325 328 332 |[332 |[344 |337 |322 |3]16
40 325 |344 [328 |33 |33 |328 [332 328 |318 |3,28
50 33 337 |337 |332 |316 (337 |328 [332 |337 |325
60 322 |337 [316 |337 [325 |328 |356 |325 |318 |3,35
70 322 |318 [318 [325 [332 |318 [318 325 [325 |332
80 318 341 |33 318 |332 (325 |325 |318 |328 |3,25
90 325 |337 [328 |332 [325 |328 |328 |318 |328 |3,35

100 337 328 322 318 [325 |335 (332 |332 [335 [335

110 328 332 328 332 |328 |[335 |34 |33 [322 |33

120 328 (332 332 332 |337 [322 |33 |328 328 |332

130 325 [325 322 |347 |353 |[325 |[335 [332 [322 [341

140 337 328 328 332 332 |335 |[335 [337 |341 |[3,28

150 332 325 |316 347 |341 |337 [337 |33 332 |332

160 344 (328 341 |335 344 |322 |322 |335 |322 |[332

170 322 337 |328 |344 |332 |316 [347 |318 335 |3,37

180 328 [325 318 332 |325 |[335 |341 [332 |322 |344

190 332 (328 |[337 |33 |337 [328 [341 |332 |337 |328

200 337 325 |344 335 [325 [325 |[337 |328 [322 |335

210 33 (335 337 |337 |335 [335 [341 [341 [322 |[332

220 325 332 |33 332 |344 [328 [337 |332 |341 |3,28

230 33 [341 328 341 228 |341 |328 [332 |318 [341

240 3,18 328 |[344 344 |332 |337 [325 |341 |341 |3,50

250 325 [337 328 328 318 |316 |[325 |[325 |328 [341

260 337 325 337 347 225 [328 [325 |328 325 |34l

270 332 (332 325 337 [325 [|341 ([328 322 [325 |[325

280 337 344 1332 325 332 |328 |[325 [325 |325 [341

290 332 325 [332 328 |325 [328 [325 |328 332 |341

300 325 [328 328 325 328 |325 |332 [316 |325 |[337

310 347 1328 325 |325 |337 |344 |347 |325 |332 |332

320 322 |306 322 328 332 |344 |337 [341 [325 [3]16

330 313 [316 347 |325 |328 |325 |[332 [325 |332 |[332

340 347 1341 |318 328 |332 [|328 [322 |325 |325 |337

350 332 325 332 |318 328 |332 [328 [341 |332 |[328

360 309 337 |[344 337 |337 [325 [341 |318 332 |3,28

370 341 337 325 332 328 |325 |[325 [322 |325 |[332

380 3,18 318 |[337 347 |325 [|332 [325 |332 |332 |332

390 337 1332 |[332 325 |322 [332 [332 |328 |344 |332

400 337 337 325 332 332 |325 |344 325 |325 [341

410 341 (322 |328 (332 |341 |332 [332 |341 |316 |3,16

420 337 328 344 337 |332 |[325 |337 [325 |332 |344

430 3,16 325 |3,25




