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Cwiczenia rachunkowe
TEST ZGODNOSCI 3> PEARSONA
ROZKEAD GAUSSA

UWAGA: Na stronie, 7 ktorej pobralas/pobrales instrukcje znajduje sie¢ gotowy
do zaltadowania arkusz kalkulacyjny do programu Calc pakietu Open Office, niezbedny
podczas ¢wiczen rachunkowych.

Test %2 shuzy do testowania hipotez. Wykorzystywany jest przy ocenianiu zgodnosci
uzyskanych danych do§wiadczalnych z zatlozonym modelem lub rozktadem teoretycznym.

1. Sposdb postgpowania przy wykonywaniu testu XZ Pearsona zgodnosci modelu wyrazonego
zaleznoscia matematyczng f(X; ai, ap,..., am), gdzie {a;} to zbioér parametrow, z danymi
zadanymi w postaci zestawu n warto$ci (X;, i £ o1) zmiennej niezaleznej x; i zmiennej
zaleznej y; wraz z warto$ciami oj dyspersji wielkosci Y;:

e ustalamy dopuszczalne prawdopodobienstwo « odrzucenia prawdziwej hipotezy (btedu
pierwszego rodzaju);

e na podstawie zaobserwowanych wynikow wyznaczamy te z parametrow {a;} zaleznosci
matematycznej, ktore nie sg zadane jako cze$¢ testowanej hipotezy;

e ustalamy liczbe stopni swobody v =n —m, gdzie n jest liczbg par danych (X, yi = o), za$
m liczbg parametrow w zalezno$ci matematycznej, ktorych wartosci zostaly wyznaczone
na podstawie zaobserwowanych wynikow;

e odczytujemy wartos¢ krytyczna yf, (a,v) odpowiadajacg zadanemu prawdopodobienstwu

a1 liczbie v stopni swobody (patrz Tabela 5w DODATKU na koncu Instrukcji);
e obliczamy wartos¢:

P f (e, D)
0=

i=1 0-|

e poréwnujemy uzyskang wartos¢ )(g z warto$cia 2 (av) odczytang z Tabeli 5 — jesli
spetniony jest warunek: ){é > xf (av), to odrzucamy testowana hipoteze jako niezgodna

z obserwacjami. W przeciwnym przypadku nie uwazamy, ze udowodnili$my stusznos¢
hipotezy lecz jedynie godzimy si¢ z nia, jako niesprzeczng z obserwowanymi danymi.

2. Sposob postgpowania przy wykonywaniu testu xz Pearsona zgodno$ci rozktadu
modelowego z rozkladem doswiadczalnym:

e ustalamy dopuszczalne prawdopodobienstwo « odrzucenia prawdziwej hipotezy (btedu
pierwszego rodzaju);

e na podstawie zaobserwowanych wynikow wyznaczamy parametry modelowego rozktadu,
jesli nie sa one zadane jako cze$¢ testowanej hipotezy;

e dzielimy caly (teoretyczny) zakres wartoSci zmiennej losowej na N przedziatow
(niekoniecznie tej samej dtugosci — pordwnaj z Tabelg 3 ) tak, aby liczba Ny oczekiwanych
wynikow w kazdym z przedziatéw byta nie mniejsza niz 5 (w praktyce zadowalamy sig¢
zaobserwowang liczbg danych ny w przedziale nie mniejsza niz 5);

e ustalamy liczbe stopni swobody v = n — 1 — m, gdzie n jest liczbg przedziatow, za§ m
liczbg parametrow, ktorych wartosci zostaly wyznaczone na podstawie zaobserwowanych
wynikow;
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e wyznaczamy wartos¢ krytyczng ler (o,v) odpowiadajacg zadanemu prawdopodobienstwu

a i liczbie v stopni swobody (patrz Tabela 5 w DODATKU na koncu Instrukcji);

e na podstawic modelu i obliczonych badZz zadanych warto$ci parametrow, obliczamy
prawdopodobienstwo px znalezienia warto$ci zmiennej losowej w przedziale o numerze k;

e obliczamy oczekiwang liczbe Nx = piN danych w przedziale o numerze k, gdzie N jest
liczbg wszystkich danych,;

e obliczamy wartos¢:

Zn: pk N )
k=1
e poréwnujemy uzyskang warto$¢ )(g z warto$cia 2 (a,v) odczytana z Tabeli 5 — jesli
spetniony jest warunek: ){S > Xfr (a,v), to odrzucamy testowang hipoteze jako niezgodna
z obserwacjami. W przeciwnym przypadku nie uwazamy, ze udowodnili$my stusznos¢
hipotezy lecz jedynie godzimy si¢ z nig, jako niesprzeczng z obserwowanymi danymi.

Uwaga: jesli dysponujemy oprogramowaniem, ktére umozliwia wyznaczanie catek
rozktadow prawdopodobienstwa, lepiej jest w miejsce warto$ci krytycznej, podawaé tzw.
warto§¢ p testu, czyli prawdopodobienstwo p, ze zmienna u = x? przyjmie warto$¢ wicksza

niz warto$¢ ;(5 uzyskana z danych:

p=PU>y5)= T f,(u)du,

2
Xo

gdzie

vy y
fu) =———u? ep(-3),

oV
22I( 2)
to rozktad zmiennej 32 o v stopniach swobody. Podejécie to nie zwalnia Cig z obowiazku
podjecia decyzji co do zgodnosci wybranego modelu z danymi, a dostarcza wigkszej ilosci
informacji czytelnikowi, umozliwiajac mu niekiedy, wyrazenie wiasnej opinii (jak rowniez
pozwala mu zorientowac si¢ w jakosci i rygoryzmie Twych decyzji).
Symbol I" we wzorze powyzej oznacza funkcje gamma Eulera, zdefiniowang za pomoca catki

[(z)= sz‘le‘x dx
0

Tabela 6 zamieszczona w DODATKU na koncu Instrukcji zawiera wartosci
prawdopodobienstwa P(72>72), dla wybranych wartosci v i 32, gdzie iyl to
2 2
zredukowane wartoéci x2i y& , rowne odpowiednio Lojko
v v

TEST xz PEARSONA JAKOSCI DOPASOWANIA PROSTEJ DO DANYCH

Zadanie 1
Student badajac drgania wahadla, wyznaczyt czas trwania okresu dla kilku réznych
jego dtugosci. Jak wiadomo, dla matych wychylen, okres drgan T wahadia o dlugosci L

WYynosi
T= 27r\/E
g
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za$ g to przyspieszenie ziemskie. Je§li wprowadzimy wielkosci: H — wysokos¢ punktu
zawieszenia wahadta nad podtogg oraz h — wysokos$¢ srodka ciezkos$ci wahadta na podtoga,
to:

2 47'[2
72=2" (H_h)=b+ah
g9

Swoje dane pomiarowe student wykorzystal do wyznaczenia, za pomocg metody
najmniejszych kwadratow, wysokosci punktu zawieszenia wahadta nad podtogg. Uzyskane
przez niego dane, ich niepewnosci oraz oceny parametrow a oraz b linii prostej y = ax + b
zawiera Tabela 1.

a) Przeprowadz test y° Pearsona jako$ci dopasowania prostej do danych uzyskanych przez
studenta.

b) Odwolujac sie do nominalnej wartoéci g = 9,8123 m/s® przyspieszenia ziemskiego
w lewobrzeznej Warszawie, wyznacz ocen¢ wysokosci H punktu zaczepienia kuli nad
podtoga wraz z niepewnoscia tej oceny.

c) Skorzystaj z ocen warto$ci parametroOw linii prostej i podaj swoja oceng¢ wartosci
przyspieszenia ziemskiego w Warszawie oraz niepewnos¢ tej oceny, jakie wynikaja z
przeprowadzonego eksperymentu.

Tabela 1
wielkosé pomiar
1 2 3 4
xi [m] (x = h) 0.04 0,69 1.4 1,72

vi [s] (y = T9) 11,76078 9.10591 6.24000 | 498272
Ui [s7] 0,08004 0,07035 0,05893 | 005234
1/ u? 156,08 202,03 287.95 364.97

N ats. — 40324 + 00519

Wyniki b+s — 11,0036 + 0,0681

(yi_axi_t_))z / Ui2
xe= = PO 2 x0)

POROWNANIE GRAFICZNE ROZKEADU MODELOWEGO I DOSWIADCZALNEGO

Zadanie 2
Zaktadajac, ze wyniki pomiarow okresu drgan wahadta T mozna opisa¢ rozktadem Gaussa

1 (T—p)?

G(T;u,0)= exp| — ,— 00 <T<on,
(Tiu.0) 021 Xp( 202

z warto$ciami parametrow u = T = 3,4408 s oraz o = st = 0,0456 s, obliczonymi dla

indywidualnych danych, naszkicuj ten rozktad na histogramach gestosci i liczebnosci
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(ponizej). Skorzystaj z Tabeli 2. Porownaj przyblizone wartosci N, oczekiwanej liczby

wynikow w k-tym przedziale z doktadnymi warto$ciami Ny.

Przypominamy wzor stuzacy do wyznaczenia oczekiwanej liczby Ny pomiarow w przedziale:
T +4

N,=Np, =NP(T, <T <T,+A)=N jG(T;,u,a)dT,
Ty

gdzie A jest szerokosScig przedziatu histogramowania, a N liczba wszystkich pomiarow.
Najprostsza, i przyblizona, metoda obliczenia catki polega na zastagpieniu jej wyrazeniem
G(Tyqi#,0)A,  okreslajacym  pole powierzchni prostokata o wysokosci  G(Ty; i, 0)
| podstawie A, gdzie Tp; wyznacza srodek przedziatu histogramowania, a wtedy

Jesli chcemy wyznaczy¢ catke doktadnie, wprowadzamy nowa zmienng catkowania

zwang standaryzowang i warto$¢ Ny wyznaczamy za pomocy:

N, =NP(z, <2<2,,) =N [Ndz=N(F(z,.)-F(z,),

. T, —u T +A—u 1 ¢ x?
dzie z, =%, 2, . =*"— 2 F(z2)=—— | exp| - = |dx.
g k o k+1 o () \/%_'[0 Xp( 2

Wartosci przydatnych calek F(z) rozkltadu Gaussa znajduja si¢ w Tabeli 7,
zamieszczonej w DODATKU na koncu Instrukcji. Funkcje, ktorg tu catkujemy

2
@) =%exp(—%],

nazywamy standaryzowanym rozkladem Gaussa.

Tabela 2
krawedz dolna T, [s] 3,25 3.30 3.35 340 3.45 3.50 3,55 3,60 -
krawedz gérna Ty + A [s] 3,30 3.35 3.40 345 3.50 3,35 3.60 3,65 -
srodek przedziatu Ty, [s] 3275 3.325| 3375 3425 3475 3.525| 3.575 3.625] suma
liczha ny danych™ 0 5 43 9] 63 13 l 0|N=216
oeslosc eksperyment. [s7] 0001 046 398 843 5,83 1,201 0,09 0,00 -
0estos¢ G(T, i Tos ) [s7'] 001 035] 3.09 6.60] 159 o012 o000 -
N{ =NG(T;;:T .5, )A 013 3.76| 3336 7132 1708 124 003
Z 418 -3.09] -1.99 0200 130] 239 349 -
Fiz) 0.0000 | 0,0010| 0,0233 0.5793] 0903209916 09998] -
Th+1 =309 —-199 —(.89 1,30 2,39 3,49 4,59 -
Flzi 1) 0.0010 0,0233| 0,1867 0.9032| 0,9916]0.9998 1.0000 -
pi=Flzi ) - Fiz) 0.0010]0,0223| 0,1634 0.3239| 0,0884]0.0082| 0.0002
N, = Np, 022 482 3530 69,96 19,00 1,76 0.04

* ny jest zaobserwowang liczbag danych w k-tym przedziale
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TEST ZGODNOSCI xz PEARSONA ROZKEADU MODELOWEGO 1
DOSWIADCZALNEGO

Zadanie 3

Przyjmujac, ze wyniki T; pomiaru okresu drgan wahadla podlegajg rozktadowi Gaussa,
przeprowadz test y* Persona zgodnoéci tego modelu z danymi do$wiadczalnymi. Skorzystaj z
catek rozktadu Gaussa (Tabela 7, DODATEK) oraz z Tabeli 3 ponize;j.

Tabela 3
krawedz dolna Ty [s] —co 3.35 3,40 3,45 3,50 -
krawedz gérna Ty + A [s] 3.35 3.40 3,45 3,50 co| suma
obserwowana liczba n danych 5 43 91 63 141 216
Tk —oo -1.99| -0.89 0.20 -
F(Zr) 0,0233( 0,1867] 0.5793 —
Tk + 1 —0.89 0,20 1,30 —
Flzx 1) 0,1867 0,5793] 0.,9032 -
Pr=P5 <2< 241) 0,1634( 0,3925]| 0,3239
oczekiwana liczba Ny = piN danych 35,30 84,79 69,97
(n, = pN) [ (pN) 1,680 0455 0.694

OCENIANIE PARAMETROW ROZKEADU NA PODSTAWIE HISTOGRAMU

Zadanie 4 (jesli pozostanie czas)

Niekiedy zdarza si¢, ze nie dysponujemy indywidualnymi wartosciami wielko$ci
zmierzonych, a jedynie zbiorczymi wynikami, kiedy to dane pogrupowane sa w klasy. Tabela
4 podaje dane (uzyskane przez autorow instrukcji), ktore postuzyly do wykreslenia
histogramu liczebnosci okresow drgan wahadta, ukazanego na rysunku do zadania 2.
Uzupelnij t¢ tabele 1 wyznacz oceny wartosci Sredniej 1 niepewnosci standardowej
pojedynczego pomiaru.

Tabela 4
krawedz | krawedz srodek . ~
dolna odrna przedzialu hk.'{hi_i\”“" g T Iy-T n, [T. - T:]_
Tyls] | i+ Als] Ty [5] danych R
3.30 3.35 3,325 5 16,625 —0,109 0,059
3.35 3.40 3.375 43 145,125 —0.059 0,150
3.40 3435 3425 9]
3.45 3.50 3475 63 218,925 0,041 0,106
3,50 3.55 3,525 13 45,825 0.091 0, TR
3.55 3,60 3,575 1 3.575 0.141 0,020
suma = 216 suma =
srednia T = 5=




Zwracamy uwagg, z€:

— 13 1 ~
N i=1 N k=1
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gdzie T; oznacza wynik i-tego indywidualnego pomiaru okresu, n jest liczbg przedziatow
histogramu, ny, k = 1, 2, ..., n, to liczebno$ci danych w kazdym z przedziatlow, N jest liczba
wszystkich danych (sumg liczebnosci ny), za$ Ty, to pozycje Srodkow przedziatow. Porownaj

uzyskane warto$ci T oraz §; z wartosciami T = 3,4408 s oraz st = 0,0456 s uzyskanymi dla
indywidualnych wynikow pomiaréw.

DODATEK

A. WARTOSCI KRYTYCZNE ROZKEADU >

Tabela ponizej podaje wartosci krytyczne x7 (a,v) zmienngj x? dla niektorych
wartosci ryzyka o btedu pierwszego rodzaju oraz liczb v stopni swobody.

Tabela 5
Prawdopodobienstwo Wartosci krytyczne ¥} (@.v) dlapodanych liczb v stopni swobody
& biedo
0,001 10,83 13.82] 1627 18.47] 2051 2246 24,32 26,12 27.88] 29.59
0,005 T.88] 1060 12,84 14.86] 1675 18,55 20,28] 21.95] 23.59] 25.19
0,010 6,631 921] 11.35] 13.28] 15.08] 16.81] 18.47] 2009 21.67] 23.21
0,050 3841 5991 782 949 11.07] 12,59 14.07] 1551 1692] 1831
0,100 2711 461] 6251 7.78] 924] 1064 12.02] 1336 14.68] 1599
Prawdopodobienstwo Wartosci krytyczne ¥, (e.v) diapodanych liczb v stopni swobody
e btedu
0,001 31,261 32.91] 34.53] 36,12) 37.70( 3925] 40.79] 4231 43.82] 4531
0,005 26,761 28300 2982 31.32| 3280 3427 | 35,72 37.1a| 38,58 40,00
0,010 2473 26,22 27.69] 29,14 3058 32,00 33,41 3481 36,19 3757
0,050 19,68 21.03| 22.36]| 23.68| 25.00| 26,30 27.59| 28.87| 30.14] 3141
0,100 17,28 18.55] 1981 21.06] 22,31 23.534| 24.77| 25.99] 27.20] 2841
Prawdopodobienstwo Wartosci krytyczne fﬁ, (ez.v) dla podanych liczb v stopni swobody
e btedu
Diﬂl'\’r':ilEEL; rodzaju | V= 2Ulv=22lv=23|v=2|v=25|v=20|v=2T|v=28|v=29| v=130
0,001 46,80 4827 4973 51,18 5262 54.05| 5548 56,89 58,30| 5970
0,005 41,401 42,800 44.18] 45,56 4693 4829 49.65] 5099] 5234 53.67
0,010 3R03| 40.29] 41,64 42.98] 4431 4564 | 46,9 48,28 49.59] 50.80
(0,050 32,67 3392] 35,17 36.42) 37.65( 3889 40.11) 4134 42.56] 4377
0,100 29621 3081) 32.01] 33.20) 3438 35,56| 36.74] 37.92] 39.09] 4026




B. PRAWDOPODOBIENSTWA DLA TESTU >
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Tabela ponizej podaje wartosci prawdopodobienstwa P(3*>7Z) (w procentach),

otrzymania w do$wiadczeniu o v stopniach swobody, wartoéci zmiennej 7> wickszej niz

warto$¢ . uzyskana z danych. Puste miejsca oznaczaja wartosci prawdopodobienstwa
mniejsze od 0,05%.

Tabela 6
X

v 0 05 1015 20 25 30 35 40 45 50 55 60 8.0 100
1 100 48 32 22 16 11 83 61 46 34 25 19 14 05 02
2 100 61 37 22 14 82 SO0 30 18 11 07 04 02 — —
3 100 68 39 21 11 58 29 1S 07 04 02 01 — — —
4 100 74 41 20 92 40 17 07 03 01 01 — — — —
S 100 78 42 19 75 29 10 04 0] — — — — @ — @ —

0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
1 100 65 S3 44 37 32 27 24 21 18 16 14 12 11 94 83
2 100 8 67 S5 45 37 30 25 20 17 14 11 91 74 61 50
3 100 9 75 61 49 39 31 24 19 14 11 86 66 50 38 29
4 100 949 81 66 52 41 31 23 17 13 92 66 48 34 24 17
S 100 9 85 70 55 42 31 22 16 11 75 51 35 23 16 10
6 100 98 88 73 57 42 30 21 14 95 62 40 25 16 10 06
7 100 99 9 76 59 43 30 20 13 82 51 31 19 1,1 07 04
8 100 99 92 78 60 43 29 19 12 72 42 24 14 08 04 0.2
9 100 99 94 80 62 44 29 18 11 63 35 19 10 05 03 0.
10 100 100 95 82 63 4 29 17 10 5 29 15 08 04 02 01l
11 100 100 96 83 64 44 28 16 91 48 24 12 06 03 01 0.1
12 100 100 9% 84 65 45 28 16 84 42 20 09 04 02 01 —
13 100 100 97 8 66 45 27 15 77 3T P OF 03 01 0] —
14 100 100 98 87 67 45 27 14 71 33 14 06 02 0] — —
1S 100 100 98 88 68 45 26 14 65 29 12 05 02 0] — —
16 100 100 98 89 69 45 26 13 60 25 10 04 0] — — —
17 100 100 99 9 70 45 25 12 5 22 08 03 0] — — —
I8 100 100 99 9 70 46 25 12 51 20 07 02 O] — — —
19 100 100 99 91 71 46 25 11 47 17 06 02 01 — — —
20 100 100 99 92 72 46 24 11 43 15 05 01 — — — —
22 100 100 99 93 73 46 23 10 37 12 04 01 — — — —
24 100 100 100 94 74 46 23 92 32 09 03 01 — — — —
26 100 100 100 95 75 46 22 85 27 07 02 — — — — —
28 100 100 100 95 76 46 21 78 23 06 01 — — — — —
30 100 100 100 96 77 47 21 72 20 05 01 — — — — —
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C. CALKI ROZKLADU GAUSSA.

Tabela ponizej podaje wartos¢ calki standaryzowanego rozktadu Gaussa
2

1. 17 X
F(z)=P(-o<x<z)==+—|exp| —— |dx, z>0.
(2)=P( ) =3+ T ! xp[ 2]
Z uwagi na symetri¢ rozktadu, wartos¢ calki dla ujemnych warto$ci argumentu mozna
wyznaczy¢ ze zwigzku F(-z) = 1 — F(2).
Tabela 7
Z 0.00 001 002 003 004 005 006 007 008 009

0.00 {05000 0.5040  0,5080 0.51201 60,5160 0,5199 1 0.5239 10,5279 0.5319 1 (1,5359
0.10 ) 0.5308 1 (,5438 05478 0.5517 0.5557 0.5596 05636 05675 05714 0.5753
0.20 [0.5793 0.5832 10,5871 05010 0.5945 0.5987  0.6026 06064 0.6103 0.6141
030 [0.6179 06217 10,6255 0.6293 0,6331 06368 0.6406 06443 06480 0.6517
0.40 [0.6554 0.6591  0,6628 {lhﬁﬁ4 0.6700  0.6736 0.6772 0,6808 0.6844  0.6879
050 [0.6915 0,6950 10,6955 07019 60,7054 07088 0.7123 0,7157 07190 ©.7224
0.60 (07257 0.7291 06,7324 {}T1§; (,7389 10,7422 0.7454 0.7486 07517 (.7549
070 (07580 0.7611 10,7642 07673 07704 07734 0.7764  0,7794 07823 0.7852
080 [OT881 07910 0,7939 0.7967  (,7995 10,8023 0.8051 10,8078 0.8106 (L8133
09008159 08186 0.8212 (0.8238 0.8264 (0.85289 08315 (0,8340 0.8365 (.83K59
1.00 | O.8413 71 0.8438 0.8461  0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0,8577 0.8599 (.8621
A0 [0.8643 0.83665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 1 08770 0.8790 0.8810 0.8830
20108849 1 (0,8869 08888 0.8007  0.8025 (L8944 (1.8962  0,8980 0.8007  0.9015
S0 109032 0,9049  0,9066  0.9082 0.9099 09115 09131 0,9147 09162 09177
4010910209207 09222 09236 00,9251 09265 09279 0,9202 09306 (.9319
S0 10,9332 10,9345 10,9357 09370 0,9382 10,9304 0.9406 0.9418  0.9420 ' (0,.9441
H0 109452 0.9463 10,9474 10,9484 1L%495 (L9505 109515 0.9525 (0.9535 09545
JO 109554 0.9564 09573 0.958210.9591  0.9599 10,9608 0.9616 1 0.9625 (.Y633
SO 109641 09649 0,9656 0.9664 0,9671 | 0,9675 09686 0,9693  0.9699  (,9706

!

7

&

1
1
L0 109713 09719 09726 09732 (0.9738 09744 09750 0,9756 09761 09767
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