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Ćwiczenia rachunkowe 

TEST ZGODNOŚCI 
2
 PEARSONA  

ROZKŁAD GAUSSA 
 

UWAGA: Na stronie, z której pobrałaś/pobrałeś instrukcję znajduje się gotowy  

do załadowania arkusz kalkulacyjny do programu Calc pakietu Open Office, niezbędny 

podczas ćwiczeń rachunkowych. 
 

 Test 
2
 służy do testowania hipotez. Wykorzystywany jest przy ocenianiu zgodności 

uzyskanych danych doświadczalnych z założonym modelem lub rozkładem teoretycznym.  

1. Sposób postępowania przy wykonywaniu testu 
2 

Pearsona zgodności modelu wyrażonego 

zależnością matematyczną f(x; a1, a2,…, am), gdzie {aj} to zbiór parametrów, z danymi 

zadanymi w postaci zestawu n wartości (xi, yi ± i) zmiennej niezależnej xi i zmiennej 

zależnej yi wraz z wartościami i dyspersji wielkości yi: 

 ustalamy dopuszczalne prawdopodobieństwo  odrzucenia prawdziwej hipotezy (błędu 

pierwszego rodzaju); 

 na podstawie zaobserwowanych wyników wyznaczamy te z parametrów {aj} zależności 

matematycznej, które nie są zadane jako część testowanej hipotezy; 

 ustalamy liczbę stopni swobody  = n – m, gdzie n jest liczbą par danych (xi, yi ± i), zaś 

m liczbą parametrów w zależności matematycznej, których wartości zostały wyznaczone 

na podstawie zaobserwowanych wyników; 

 odczytujemy wartość krytyczną )(2 να,χkr  odpowiadającą zadanemu prawdopodobieństwu 

 i liczbie  stopni swobody (patrz Tabela 5 w DODATKU na końcu Instrukcji); 

 obliczamy wartość: 







n

i i

jii

σ

a;xfy
χ

1
2

2

2
0

))}{((
; 

 

 porównujemy uzyskaną wartość 2
0χ  z wartością )(2 να,χkr  odczytaną z Tabeli 5 – jeśli 

spełniony jest warunek: 2
0χ  > )(2 να,χkr , to odrzucamy testowaną hipotezę jako niezgodną 

z obserwacjami. W przeciwnym przypadku nie uważamy, że udowodniliśmy słuszność 

hipotezy lecz jedynie godzimy się z nią, jako niesprzeczną z obserwowanymi danymi. 

 

2. Sposób postępowania przy wykonywaniu testu 
2 

Pearsona zgodności rozkładu 

modelowego z rozkładem doświadczalnym: 

 ustalamy dopuszczalne prawdopodobieństwo  odrzucenia prawdziwej hipotezy (błędu 

pierwszego rodzaju); 

 na podstawie zaobserwowanych wyników wyznaczamy parametry modelowego rozkładu, 

jeśli nie są one zadane jako część testowanej hipotezy; 

 dzielimy cały (teoretyczny) zakres wartości zmiennej losowej na n przedziałów 

(niekoniecznie tej samej długości – porównaj z Tabelą 3 ) tak, aby liczba Nk oczekiwanych 

wyników w każdym z przedziałów była nie mniejsza niż 5 (w praktyce zadowalamy się 

zaobserwowaną liczbą danych nk w przedziale nie mniejszą niż 5); 

 ustalamy liczbę stopni swobody  = n – 1 – m, gdzie n jest liczbą przedziałów, zaś m 

liczbą parametrów, których wartości zostały wyznaczone na podstawie zaobserwowanych 

wyników; 
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 wyznaczamy wartość krytyczną )(2 να,χkr  odpowiadającą zadanemu prawdopodobieństwu 

 i liczbie  stopni swobody (patrz Tabela 5 w DODATKU na końcu Instrukcji); 

 na podstawie modelu i obliczonych bądź zadanych wartości parametrów, obliczamy 

prawdopodobieństwo pk znalezienia wartości zmiennej losowej w przedziale o numerze k; 

 obliczamy oczekiwaną liczbę Nk = pkN danych w przedziale o numerze k, gdzie N jest 

liczbą wszystkich danych; 

 obliczamy wartość: 
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 porównujemy uzyskaną wartość 2
0χ  z wartością )(2 να,χkr  odczytaną z Tabeli 5 – jeśli 

spełniony jest warunek: 2
0χ  > )(2 να,χkr , to odrzucamy testowaną hipotezę jako niezgodną 

z obserwacjami. W przeciwnym przypadku nie uważamy, że udowodniliśmy słuszność 

hipotezy lecz jedynie godzimy się z nią, jako niesprzeczną z obserwowanymi danymi. 

Uwaga: jeśli dysponujemy oprogramowaniem, które umożliwia wyznaczanie całek 

rozkładów prawdopodobieństwa, lepiej jest w miejsce wartości krytycznej, podawać tzw. 

wartość p testu, czyli prawdopodobieństwo p, że zmienna u = 
2 

przyjmie wartość większą 

niż wartość 2
0χ  uzyskana z danych: 
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to rozkład zmiennej 
2 

o  stopniach swobody. Podejście to nie zwalnia Cię z obowiązku 

podjęcia decyzji co do zgodności wybranego modelu z danymi, a dostarcza większej ilości 

informacji czytelnikowi, umożliwiając mu niekiedy, wyrażenie własnej opinii (jak również 

pozwala mu zorientować się w jakości i rygoryzmie Twych decyzji). 

Symbol  we wzorze powyżej oznacza funkcję gamma Eulera, zdefiniowaną za pomocą całki 

dxxz xz 
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 Tabela 6 zamieszczona w DODATKU na końcu Instrukcji zawiera wartości 

prawdopodobieństwa )( 2

0

2 χ~χ~P  , dla wybranych wartości  i 2

0χ
~ , gdzie 2χ~ i 2

0χ  to 

zredukowane wartości 2χ i 2
0χ  , równe odpowiednio 
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TEST 
2
 PEARSONA JAKOŚCI DOPASOWANIA PROSTEJ DO DANYCH 

Zadanie 1 

 Student badając drgania wahadła, wyznaczył czas trwania okresu dla kilku różnych 

jego długości. Jak wiadomo, dla małych wychyleń, okres drgań T wahadła o długości L 

wynosi 

g

L
πT 2  
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zaś g to przyspieszenie ziemskie. Jeśli wprowadzimy wielkości: H – wysokość punktu 

zawieszenia wahadła nad podłogą oraz h – wysokość środka ciężkości wahadła na podłogą, 

to: 

ahbhH
g

π
T  )(

4 2
2  

 

Swoje dane pomiarowe student wykorzystał do wyznaczenia, za pomocą metody 

najmniejszych kwadratów, wysokości punktu zawieszenia wahadła nad podłogą. Uzyskane 

przez niego dane, ich niepewności oraz oceny parametrów a oraz b linii prostej y = ax + b 

zawiera Tabela 1. 

a) Przeprowadź test 
2
 Pearsona jakości dopasowania prostej do danych uzyskanych przez 

studenta. 

b) Odwołując się do nominalnej wartości g = 9,8123 m/s
2
 przyspieszenia ziemskiego  

w lewobrzeżnej Warszawie, wyznacz ocenę wysokości H punktu zaczepienia kuli nad 

podłogą wraz z niepewnością tej oceny. 

c) Skorzystaj z ocen wartości parametrów linii prostej i podaj swoją ocenę wartości 

przyspieszenia ziemskiego w Warszawie oraz niepewność tej oceny, jakie wynikają z 

przeprowadzonego eksperymentu. 

Tabela 1 

wielkość 
pomiar 

1 2 3 4 

xi [m] (x = h) 0,04 0,69 1,4 1,72 

yi [s
2
] (y = T

2
) 11,76078 9,10591 6,24000 4,98272 

ui [s
2
] 0,08004 0,07035 0,05893 0,05234 

1/ ui
2
 156,08 202,03 287,95 364,97 

wyniki 
   asa  –4,0324  0,0519 

  
b

sb  11,9036  0,0681 

22)( iii u/bxay       

2
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PORÓWNANIE GRAFICZNE ROZKŁADU MODELOWEGO I DOŚWIADCZALNEGO 

Zadanie 2 

Zakładając, że wyniki pomiarów okresu drgań wahadła T można opisać rozkładem Gaussa 
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z wartościami parametrów µ = T  = 3,4408 s oraz  = sT = 0,0456 s, obliczonymi dla 

indywidualnych danych, naszkicuj ten rozkład na histogramach gęstości i liczebności 
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(poniżej). Skorzystaj z Tabeli 2. Porównaj przybliżone wartości kN   oczekiwanej liczby 

wyników w k-tym przedziale z dokładnymi wartościami Nk. 

Przypominamy wzór służący do wyznaczenia oczekiwanej liczby Nk pomiarów w przedziale: 

dTσμ,T;GNTTTNPpNN
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gdzie  jest szerokością przedziału histogramowania, a N liczbą wszystkich pomiarów. 

Najprostsza, i przybliżona, metoda obliczenia całki polega na zastąpieniu jej wyrażeniem 

),;( ][ σμTG k , określającym pole powierzchni prostokąta o wysokości ),;( ][ σμTG k  

i podstawie , gdzie ][kT  wyznacza środek przedziału histogramowania, a wtedy 

 ),;( ][ σμTNGNN kkk . 

Jeśli chcemy wyznaczyć całkę dokładnie, wprowadzamy nową zmienną całkowania 

σ

μT
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 , 

zwaną standaryzowaną i wartość Nk wyznaczamy za pomocą: 
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 Wartości przydatnych całek F(z) rozkładu Gaussa znajdują się w Tabeli 7, 

zamieszczonej w DODATKU na końcu Instrukcji. Funkcję, którą tu całkujemy 
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nazywamy standaryzowanym rozkładem Gaussa. 

Tabela 2 

 
* nk jest zaobserwowaną liczbą danych w k-tym przedziale 

* 
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TEST ZGODNOŚCI 
2
 PEARSONA ROZKŁADU MODELOWEGO I 

DOŚWIADCZALNEGO 

Zadanie 3  

Przyjmując, że wyniki Ti pomiaru okresu drgań wahadła podlegają rozkładowi Gaussa, 

przeprowadź test 2
 Persona zgodności tego modelu z danymi doświadczalnymi. Skorzystaj z 

całek rozkładu Gaussa (Tabela 7, DODATEK) oraz z Tabeli 3 poniżej. 

Tabela 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

OCENIANIE PARAMETRÓW ROZKŁADU NA PODSTAWIE HISTOGRAMU 

Zadanie 4 (jeśli pozostanie czas) 

 Niekiedy zdarza się, że nie dysponujemy indywidualnymi wartościami wielkości 

zmierzonych, a jedynie zbiorczymi wynikami, kiedy to dane pogrupowane są w klasy. Tabela 

4 podaje dane (uzyskane przez autorów instrukcji), które posłużyły do wykreślenia 

histogramu liczebności okresów drgań wahadła, ukazanego na rysunku do zadania 2. 

Uzupełnij tę tabelę i wyznacz oceny wartości średniej i niepewności standardowej 

pojedynczego pomiaru. 

Tabela 4 
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Zwracamy uwagę, że: 
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gdzie Ti oznacza wynik i-tego indywidualnego pomiaru okresu, n jest liczbą przedziałów 

histogramu, nk, k = 1, 2, ..., n, to liczebności danych w każdym z przedziałów, N jest liczbą 

wszystkich danych (sumą liczebności nk), zaś ][kT  to pozycje środków przedziałów. Porównaj 

uzyskane wartości T
~

 oraz Ts
~  z wartościami T  = 3,4408 s oraz sT = 0,0456 s uzyskanymi dla 

indywidualnych wyników pomiarów. 

 

DODATEK 

A. WARTOŚCI KRYTYCZNE ROZKŁADU 
2
 

 Tabela poniżej podaje wartości krytyczne )(2 να,χkr  zmiennej 
2
 dla niektórych 

wartości ryzyka  błędu pierwszego rodzaju oraz liczb  stopni swobody.  

 

Tabela 5 
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B. PRAWDOPODOBIEŃSTWA DLA TESTU 
2
 

 Tabela poniżej podaje wartości prawdopodobieństwa )( 2

0

2 χ~χ~P   (w procentach), 

otrzymania w doświadczeniu o  stopniach swobody, wartości zmiennej 2χ~  większej niż 

wartość 2

0χ
~  uzyskana z danych. Puste miejsca oznaczają wartości prawdopodobieństwa 

mniejsze od 0,05%.  

Tabela 6 
2

0χ
~  
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C. CAŁKI ROZKŁADU GAUSSA. 

 Tabela poniżej podaje wartość całki standaryzowanego rozkładu Gaussa 

dx
x

zxPzF

z
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)()( , z>0. 

Z uwagi na symetrię rozkładu, wartość całki dla ujemnych wartości argumentu można 

wyznaczyć ze związku F(–z) = 1 – F(z). 

Tabela 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


