Analiza niepewnosci pomiarowych w eksperymentach fizycznych
dla specjalnosci ,, Biofizyka molekularna”

Cwiczenie nr 2
WYZNACZANIE GESTOSCI CIAL STALYCH
Instrukcja dla studenta

|. WSTEP

W ¢éwiczeniu WAHADLO MATEMATYCZNE badaliSmy wptyw przypadkowych
zaburzen na rozktad wynikéw pomiaréw, a zatem i na doktadno$¢ wyniku koncowego. Nie sg
to jednak jedyne czynniki decydujace o doktadnosci wyniku koncowego. Istotng role
odgrywaja takze doktadno$¢ uzywanych przyrzadow oraz stosowane metody pomiaru.

Naszym zadaniem jest teraz mozliwie dokladne wyznaczenie S$redniej gestosci
metalowej probki w ksztalcie walca. Jak zwykle, poza samg wartoscia badanej wielkosci,
bedziemy tez starali si¢ ustali¢, jak doktadnie t¢ wartos¢ zmierzyliSmy. Gesto$¢ wyznaczymy
z zaleznosci

_m
P V'
gdzie m jest masa probki, a V jej objetoscia.

Do wyznaczania mas probek postuzymy si¢ waga elektroniczng, natomiast objetosé

kazdej z probek bedziemy wyznaczali trzema réznymi metodami:

A. Mierzac $rednice i wysokos¢ walca suwmiarka i korzystajac ze znanego wzoru na
objetos¢ walca (pomiar posredni);

B. Wyznaczajac objetos¢ probki za pomocg wyskalowanej menzurki (pomiar bezposredni);

C. Zapomoca wagi, wykorzystujac przy tym prawo Archimedesa (pomiar posredni).

II. CZESC DOSWIADCZALNA
Masz do dyspozycji:

dwie probki w ksztalcie walca wykonane z nieznanych metali;

wagge elektroniczng wyswietlajaca wartos¢ masy z doktadnoscig do 0,01 g;
suwmiarke z wySwietlaczem elektronicznym pozwalajagcym na odczyt dtugosci
z doktadnoscig do 0,01 mm;

menzurke z naniesiong skalg objetosci — ,.kreski skali” co 1cm?;

duza zlewke o pojemnosci ok. 300 cm?®;

wode destylowana;

pokojowy termometr mierzacy temperatur¢ w laboratorium (temperatur¢ wody
I innych przedmiotow zastanych w laboratorium);

statyw 1 cienka nic.

Wykonanie pomiarow

Podczas wykonywania pomiaréw pamigtaj o szczegdlowej dokumentacji, tj. o
notowaniu wszystkich informacji mogacych mie¢ znaczenie podczas analizowania
uzyskanych wynikow. W szczegolnosci notuj wszystkie mierzone wartosci.
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1. Pomiar mas probek

W pierwszym kroku wyznacz masy obu probek. Rozpocznij od wypoziomowania
i tarowania wagi. Pomiar masy kazdej z probek powtdrz co najmniej 3 razy. Jesli
za kazdym razem otrzymasz inny wynik, to kontynuuj seri¢ pomiarow w celu
wiarygodnego ocenienia parametrow rozkladu wynikow (warto$ci $redniej 1 jej
niepewnos$ci standardowej). Jesli wyniki beda si¢ powtarzaly, to mozesz uznaé, ze
odchylenia przypadkowe sa mniejsze niz warto§¢ odpowiadajagca najmniejszej
,dziatce skali” i nie ma potrzeby wydtuza¢ serii pomiaréw.

2. Wyznaczanie objetosci probek

Metoda A.

Za pomocg suwmiarki wykonaj wielokrotne pomiary $rednicy D kazdej z probek.
Pamicgtaj, ze przedmiot wygladajacy jak walec moze w rzeczywisto$ci nim nie by¢ —
poza przekonaniem si¢ (jak podczas pomiaru masy), czy powtarzanie pomiaru ,,w tym
samym miejscu” daje ten sam wynik, wykonaj pomiary kilku $rednic tego samego
przekroju (,,w réznych kierunkach”) i dla ré6znych wysokosci (odlegtosci od podstaw
walca). W ten sposob sprawdzisz, czy dopuszczalne jest zalozenie, ze przekrdj probki
na kazdej wysokosci jest kotem o tym samym promieniu.

W podobny sposob, powtarzajac pomiary suwmiarka ,,w rdznych miejscach”,
wyznacz wysokos¢ H kazdej z probek.

Metoda B.

Za pomoca menzurki (o $rednicy nieznacznie wigkszej od S$rednic probek)
wypelnionej woda z kranu wyznacz objetosci kazdej z probek. Nalej w tym celu wody
do menzurki, tak aby jej poziom pokrywat si¢ z jedng z kresek skali — zwrd¢ uwagg
jaki wptyw na doktadno$¢ odczytu ma ksztalt powierzchni wody (menisk) oraz
potozenie Twego oka wzgledem powierzchni cieczy (paralaksa) — odczytaj objetosc
Vi. Nastepnie podwies$ probke na cienkiej nitce (pozwala na to mata srubka w jedne;j
z podstaw kazdej z probek) i ostroznie zanurz jg catkowicie w menzurce. Zwroé
uwage, czy do probki nie ,,przykleily sie” (zwlaszcza od spodu) babelki powietrza.
Nastepnie odczytaj nowy poziom wody, tj. objetos¢ V.

Na og6t nowy poziom nie bedzie pokrywat si¢ z zadnym ze znacznikoéw skali — czy mozna
wiarygodnie odczyta¢ utamek szerokosci dziatki do najblizszego znacznika? Jesli tak, to
wyznacz te¢ warto$¢ 1 zapisz wynik. Czy powtarzanie tego pomiaru jest celowe? Jesli tak,
wykonaj odpowiednig seri¢ pomiarow w celu jak najdokladniejszego wyznaczenia objgtosci
probki. Roznica odczytanych objetosci to poszukiwana objetos¢ probki.

Metoda C.

Nalej tyle wody destylowanej do zlewki, aby mogla si¢ w niej catkowicie zanurzy¢
kazda z probek. Zanotuj temperature panujaca w laboratorium.

Wyznacz mase My zlewki z woda.

Zawie$ probke na statywie tak, aby wiszac swobodnie mogta catkowicie zanurzy¢ si¢
w wodzie w zlewce stojacej na wadze. Po zanurzeniu probka nie moze opieraé si¢ o
dno zlewki.

Odczytaj wskazania wagi, My, gdy podwieszona probka jest catkowicie zanurzona W
zlewce. Zwro¢ uwage, czy do probki nie ,przykleily si¢” (zwlaszcza od spodu)
babelki powietrza. Jesli zdecydujesz si¢ na wielokrotne pomiary, to pamigtaj, ze
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mi¢dzy pomiarami nalezy osuszy¢ probke (np. recznikiem papierowym) i rozpoczynac
kolejny pomiar od pomiaru masy zlewki z wodg (dlaczego?).
e Powtorz pomiary dla drugiej probki, pamigtajac o rozpoczeciu od ponownego

zwazenia zlewki z woda.
Wyznaczenie masy wypartej wody wymaga dwoch niezaleznych wazen — zlewki z wodg oraz
zlewki z wodg i zanurzong w niej probka. Mozna jednak skorzysta¢ z mozliwosci
wytarowania wagi po ustawieniu na niej zlewki z woda, co po zanurzeniu probki pozwala
bezposrednio zmierzy¢ masg¢ wypartej wody. Drugi sposob jest doktadniejszy (dlaczego?).

I11. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1
(obowigzkowe przed przystapieniem do wykonania pomiaréw)

a) Wyprowadz wzory na wyznaczanie gestosci metodami A, B oraz C. Zwro¢ uwage, ze w
metodzie C opartej na prawie Archimedesa, roznica pomi¢dzy masg zlewki z woda
destylowang i zawieszong w niej probka (Muyp), a masa zlewki tylko z woda (M) jest
réwna masie wypartej przez probke wody myy (dlaczego?). W zwigzku z tym objetosé

wp

Mawp ™ M , gdzie py to gestosé wody.
Pw

b) Korzystajac z informacji o dostepnych przyrzadach pomiarowych (patrz CZESC
DOSWIADCZALNA instrukeji) oraz wiedzac, ze rednice i wysokosci probek mieszcza
siec w przedziale 2-5 cm, ocen, ktéra z metod pomiarowych pozwoli najdoktadniej
wyznaczy¢ gestosci probek. Zaryzykuj uszeregowanie metod od najdokladniejszej do
najmniej doktadnej. Jak rozpoznasz, czy wyniki uzyskane r6znymi metodami sg ze soba
zgodne?

probki V mozemy wyznaczy¢ ze zwigzku: V =

Zadanie 2

(obowiazkowe — do wykonania przed ¢wiczeniami rachunkowym,

czyli przed zajeciami odbywajacymi si¢ tydzien po czesci doSwiadczalnej ¢wiczenia)
Korzystajac z wynikow wilasnych pomiaréw wyznacz oceny warto$ci wielkosci

mierzonych bezposrednio (masy, srednice, objetosci probek) oraz wynikajace z nich wartosci

gestosci dla kazdej z trzech metod pomiarowych. Oblicz takze niepewnosci standardowe

wyznaczanych wielkosci (S, S;). Wyniki zamie$¢ w tabelkach arkusza kalkulacyjnego. Do

tabelek wpisz rowniez doktadnos¢ przyrzadu uzytego do danego pomiaru (Ay) oraz wartos$¢
A, : : . L. . . :
ﬁ' Ostatnig pozycje tabelek, dotyczaca niepewnosci catkowitej pomiarow (Uy), uzupetnimy

na ¢wiczeniach rachunkowych.

UWAGA
Pamigtaj, ze:

e obliczajac wielkos¢ mierzong posrednio, do wzoru wstawiamy najlepsze oceny
(Srednie z serii pomiaréow) wielkosci mierzonych bezposrednio, za§ stale
uwzglgdniamy mozliwie najdoktadniej;

e podczas obliczen nie zaokraglamy wynikow posrednich.
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IV. CZESC RACHUNKOWA

UWAGA: Na stronie, 7 ktorej pobralas/pobrales instrukcje znajduje sie gotowy
do zaltadowania arkusz kalkulacyjny do programu Calc pakietu Open Office przygotowany
do wykonania obliczen bedgcych przedmiotem zadania domowego nr 2 (patrz ramka na
poprzedniej stronie) oraz poniiszych zadan. Arkusz ten lub rownowainy bedzie niezbedny
podczas ¢éwiczen rachunkowych i moZe byé pomocny podczas przygotowania raportu
koncowego.

Niepewno$¢ standardowa calkowita U wielkosci mierzonej bezposrednio
wyznaczamy (co bedzie szczegdtowo uzasadnione na wyktadzie) z zaleznosci

u?=s? +EA2,
3

gdzie wielkos$¢ S to niepewnos$¢ statystyczna (przypadkowa) pomiaru (niepewnos¢ $redniej
arytmetycznej), zas A wynika z doktadno$ci przyrzadu stosowanego do pomiaru i oznacza
warto$¢ najmniejszej dziatki.

Obliczanie zlozonej niepewnosci standardowej (niepewnosci wielkosci mierzonej
posrednio), czyli ,,propagacja malych bledow”

Dla wszystkich rozwazanych tu metod gesto$¢ wyznaczana jest posrednio. W dalszej
analizie bedziemy wigc musieli stosowaé regule wyznaczania niepewnosci pomiaréw
posrednich, ktora bedzie wyprowadzona na wyktadzie.

Przyjmijmy, ze wielko$¢ Yy wyznaczamy posrednio, korzystajac z zaleznosci
matematycznej y = f(xi, X2, ..., Xn), gdzie wielko$ci X; sa mierzone bezposrednio. Ocene
wielkosci ¥ otrzymujemy podstawiajac uzyskane oceny wartosci wielkos$ci Xi, za$ niepewno$¢
Uy oceny y obliczana jest za pomocg wzoru na przenoszenie niepewnosci

2
n( of
us—z[ax j

gdzie uj sa niepewnosciami X;. Jesli wielkosé x; wyznaczamy na podstawie serii pomiaréow,
to do zaleznosci matematycznej podstawiamy wartos¢ srednia serii.

Srednia wazona

Jezeli ta sama wielkos¢ zostata zmierzona N niezaleznymi metodami, w wyniku czego
otrzymano N wartosci x; wraz z niepewnosciami uj, wowczas najlepsza oceng poszukiwanej
wielkosci jest srednia wazona X, za$ za oceny niepewnosci przyjmujemy wieksza z wartosci

Uint I Uext, gdzie:

N
X
272 1 2 N 12 2
X = i—1 Ui u2 _ U2 _ Uint Xi— Xy
W_ZN:]_’ int_ZN:]_’ ext_N_l u '
- = i=1 i
2 2
i-1 Uj i1 U;

Dyskusja wyboru niepewnosci zostanie przeprowadzona na wyktadzie.
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Zadanie 1
a) Zmierzono bok kwadratu otrzymujac a = (2,50 +0,03) m. lle wynosi ocena pola tego
kwadratu i jaka jest niepewnosc¢ tej oceny?
b) Szereg praw fizycznych przyjmuje postac¢

Y =@ X
gdzie a oraz k; sa pewnymi zadanymi statymi, za$ wielkosci x; to rozmaite wielkosci fizyczne
podlegajace pomiarom. Jesli wielkosci te znane sg z niepewnosciami uj, pokaz, ze niepewnos¢

wielkosci y wynosi
2
D (KU
u2= 2 i .
=35

Zadanie 2

Wysokos¢ H domu mozemy wyznaczy¢ ze zwigzku H = L tg ¢, gdzie L jest dlugoscia cienia
rzucanego przez dom, zas ¢ to kat pod ktorym wida¢ dom z konca cienia. Jesli mierzona
dhugos¢ cienia Lo = 25 m znana jest wystarczajaco doktadnie, za§ zmierzony kat ¢y = 45 °©
Z niepewnoscia u, = 1°, wyznacz niepewnosc¢ uy Wysokosci domu.

Zadanie 3

Wyprowadz wyrazenie na niepewno$¢ przyspieszenia ziemskiego Wwyznaczanego
na podstawie pomiaru okresu wahadla matematycznego. Oblicz warto$¢ liczbowg tej
niepewnosci dla wlasnych danych doswiadczalnych.

Zadanie 4
Wyznacz wartosci liczbowe niepewnosci standardowych catkowitych (uyx) wszystkich
wielkosci mierzonych bezposrednio.

Zadanie 5
Dla wszystkich trzech metod pomiaru gestosci wyprowadz podane nizej wzory wyrazajace
niepewnos¢ gestosci przez wielkosci mierzone bezposrednio oraz ich niepewnosci.

Metoda A.

e ORCRCIORCRO)

Metoda B.
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W powyzszych wzorach Uy; I Uy, 0znaczajg niepewnosci pomiaru wielkosci Vi i V. Oceniajac
wielkosci Uy I Uy, postepujemy jak w przypadku pomiaru wysokosci i $rednicy. Jesli wyniki

pomiarow objetosci daja powtarzalne wartosci, to niepewnos$¢ statystyczng mozesz pomingc.

Metoda C.

czyli

W przypadku bezposredniego pomiaru masy wypartej wody (tarowanie wagi) wyrazenie na
niepewno$¢ ma postac

m 2 u 2 u 2 u 2 u 2 u 2 u 2
PR (YRS S g (A WO O
mWW m mWW pW m mWW pW

Zauwaz, ze wszystkie wzory na niepewno$¢ gestosci zostalty doprowadzone do
postaci, w ktorej wystepuje wielko§¢ wyznaczana oraz niepewnos$ci wielko§ci mierzonych
bezposrednio.

Zadanie 6

Oszacuj niepewnosci wartosci gestosci wyznaczonej kazda z metod (przynajmniej dla jednej
probki). Wskazowka: przed przystapieniem do obliczen, wybierz, Twoim zdaniem,
najwygodniejsza posta¢ odpowiedniego wzoru.
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V. RAPORT KONCOWY

Raport koricowy nalezy oddac tydzier po zakoriczeniu ¢wiczer rachunkowych dotyczgcych
doswiadczenia WYZNACZANIE GESTOSCI CiAt STALYCH. Wykorzystaj wiasne dane, a
opis wykonaj samodzielnie!

Raport koncowy winien zawiera¢ nastepujace elementy:

1. Krotkie streszczenie: zdefiniowanie przedmiotu badan, hipotezy wstepnej dotyczacej
uszeregowania doktadnosci metod pomiarowych i dotyczacy tej hipotezy wniosek koncowys;
2. Skrétowy opis metod pomiaru, przyrzadow i przebiegu pomiardw;

3. Surowe wyniki pomiaréw w odpowiednio zaprojektowanych i czytelnych tabelach
(przyktadowy wzér tabel znajdziesz na koncu opisu);

4. Kroétki opis metod analizy danych z przytoczeniem wzordéw i definicji symboli (zrozumiaty
i czytelny dla osoby, ktora nie zna instrukcji wykonywania do§wiadczenia);

5. Wyniki koncowe dla trzech metod (odpowiednio zaokraglone wartosci gestosci 1 ich
niepewnos$ci) oraz najlepsza oceng gestosci i niepewnos$¢ tej oceny uzyskane za pomoca
Sredniej wazonej. Przy wyznaczaniu $redniej wazonej, aby zagwarantowal przejrzystos$é
obliczen i tatwg kontrole ich poprawnosci, skorzystaj z tabelki:

metoda pi Upi 1 U/Z;i ﬂ/uji Pi= Pu G )2 (pi_ﬁw)z
;
A
B
C
suma = Suma =
Uint = = Pu Uext =

6. Wnioski koncowe dotyczace doktadno$ci metod;

7. Sugestie odnos$nie metali, z ktorych wykonane byly probki (skorzystaj z tablic warto$ci
gestosci roznych metali).

Raport koncowy moze by¢ napisany recznie, byle porzadnie i1 czytelnie. Jesli jednak
zdecydujesz si¢ na wykorzystanie procesora tekstow, to przestrzegaj zasad typograficznych
obowigzujacych w publikacjach naukowych. Streszczenie podstawowych regut jest
umieszczone na stronie Pracowni.

Raport nie powinien zawiera¢ szczegotow obliczeh numerycznych wynikajacych z
zastosowanych wzoréw. Po prostu zatdz, Zze osoba, do ktorej skierowany jest ten raport,
potrafi, jak Ty, dodawa¢, mnozy¢, ... 1 nie musisz, ukazujac kolejne operacje numeryczne,
prowadzi¢ jej ,,za rgke”.

UWAGA
Pamig¢taj, ze:

e niepewnos¢ koncowego wyniku pomiaru zaokraglamy do dwoch cyfr znaczacych;

e wynik koncowy zas zaokraglamy, tak aby ostatnia cyfra znaczaca wypadata na tym
samym miejscu co ostatnia cyfra znaczaca niepewnosci, przy czym, wartos¢ i jej
niepewnos¢ musza by¢ wyrazone w tych samych jednostkach;

e podczas obliczen nie zaokraglamy wynikow posrednich.
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Przykladowe tabele, w ktorych mozesz umiesci uzyskane wyniki

Pomiary bezposrednie

pomiar masy probki — m [g]

pomiar

probka 1 probka 2

1
2

$rednia masa m [q]

niepewnos¢ pojedynczego pomiaru Sp [g]
niepewnos¢ $redniej S- [g]

An [0]

Anl+/3[g]

Un [9]

pomiar $rednicy prébki— D [cm]

pomiar

probka 1 probka 2

1
2

$rednia D [cm]

niepewnos¢ pojedynczego pomiaru Sp [cm]
niepewno$¢ Sredniej S5 [cm]

4p [cm]

Ap / \/§ [Cm]

up [cm]
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pomiar wysokosci prébki—H [cm]

pomiar

probka 1 probka 2

1
2

$rednia wysokosé H [cm]

niepewnos¢ pojedynczego pomiaru Sy [cm]
niepewnosc¢ $redniej s [cm]

An [cm]

Anl \/§ [Cm]

uy [cm]

pomiar objetosci prébki za pomoca menzurki [cm®]

probka 1 probka 2

objetosé Vi wody w menzurce [cm®]
objetosé Vo wody i probki [em”]
objetosé probki V=V, — Vy [cm’]
Av1 = sz [Cm3]

Av1/\/§ = Av1/\/§ [Cm3]

pomiar masy wypartej wody — My [g]

pomiar

probka 1 probka 2

Mzwp Maw Mazwp Mazw

-

$rednia M, lub m,, [g]

niepewnos¢ pojedynczego pomiaru Sy [g]
niepewnos¢ sredniej S [g]

Am = Amawp = Amzw [a]

AnlN3d]

Umzwp 1UD Unmaw [0]

Myw = mzwp - mzw [g]
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Jezeli zdecydowala$/zdecydowales$ sie na skorzystanie z mozliwosci wytarowania wagi po
ustawieniu na niej zlewki z woda, co po zanurzeniu probki pozwala bezposrednio zmierzy¢
mase¢ wypartej wody dane umies¢ w tabelce jak nize;j.

pomiar masy wypartej wody — My, [d]

pomiar probka 1 probka 2
1
2
$rednia m,,, [0]
niepewnos¢ pojedynczego pomiaru Spww [0]
niepewnos¢ §redniej S [0]
Amww [9]
Amu /43 (]
Umww [0]
Wyznaczanie gestos$ci
gesto$é [g/em’]
probka 1 probka 2
Metoda A
Metoda B
Metoda C

W obliczeniach dla metody C uwzglednij zaleznos¢ gestosci wody od temperatury. Dla
utatwienia zycia podajemy nizej tabele ukazujaca te zaleznos¢ dla zakresu temperatur
pokojowych, przy cisnieniu atmosferycznym (Handbook of Chemistry and Physics, CRC

press, 64th Ed.)

temperatura [°C] gestosé [glem”] temperatura [°C] gestosé [glem”]
16 0,998946 21 0,997996
17 0,998778 22 0,997774
18 0,998599 23 0,997542
19 0,998408 24 0,997300
20 0,998207 25 0,997048
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