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Rozklad Gaussa i test y2

Rozklad Gaussa jest scharakteryzowany dwoma parametrami-
wartoScig oczekiwang rozktadu u oraz dyspersja o:

1 (x —w)?
G(x) Gmexp< 557 >
W warunkach eksperymentu, przy skonficzonej liczbie pomiaréw N,
najlepszym oszacowaniem tych parametréw sg odpowiednio $rednia
arytmetyczna xs oraz niepewno$¢ standardowa pojedynczego
pomiaru sy.

Jesli chcemy nanie$¢ krzywa teoretyczng na histogram pomiaréw
musimy dla kazdego przedziatu histogramowania obliczy¢ oczekiwang
czesto$¢ pr (lub oczekiwang liczbe zliczenn (krotno$¢) Ni = N-px)
wynikajaca z rozklady Gaussa, ktora jest rowna:

Xpt+1
N, = Npy =Nf G (x)dx
Xk

W celu obliczenia catki z rozktadu Gaussa w granicach xx do X
mozemy zastosowa¢ dwie metody:

METODA 1 (przybliZzona) polega na wyznaczeniu pix poprzez
obliczenie warto$ci gestosci w polowie k-tego przedziatu
histogramowania G(x;,z) i pomnozeniu przez szeroko$¢ przedziatu A.
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METODA 2 (dokladna) polega na zmianie zmiennych z = i na

g
obliczeniu px jako roznicy catek ze standaryzowanego rozktadu Gaussa
na krancach przedziatéw (w nowych zmiennych):

4

3 F(zks1) Pk = F(zx41) — F(z)

F(zx Ni =N - py = N(F(zg41) — F(z1))
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Wartosci F(z) odczytujemy z tabeli 7 ze skryptu.

Nalezy zauwazy¢, ze w naszych rozwazaniach rozktad Gaussa to
gesto$¢ prawdopodobienstwa i jest to wielko$¢ tozsama z tym co
nazywali$my gestoscia przy tworzeniu histograméw (prosze zauwazy¢
ze wartos$ci rozktadu Gaussa tez majg jednostki [jedn.]-1). Dziatajg tutaj
znane juz wzory wigzace czestos$¢, liczbe zliczen i gesto$¢. Przyktad
naniesienia teoretycznego rozktadu Gaussa (obliczonego dwiema
metodami) na histogram uzyskany z 432 pomiaréw okresu drgan
wahadta (z pierwszej instrukcji) jest przedstawiony w tabeli 1 i na
wykresie 1. Prosze zauwazy¢ ze rozktad teoretyczny mozna nanie$¢ na
histogram zaréwno liczby zliczen (krotnosci), czestosci jak i gestosci.
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Test Y2 pozwala nam odpowiedzie¢ na pytanie czy rozktad
teoretyczny jest zgodny z rozkltadem doswiadczalnym, ale nie daje
nam jednoznacznej odpowiedzi TAK lub NIE. Zwigzane jest to z
probabilistycznym charakterem tego testu i jak kazdy hazard pociaga
za soba ryzyko. Ryzyko to, zwane bledem pierwszego rodzaju i
powszechnie oznaczane symbolem «, réwne jest prawdopodobienstwu
odrzucenia testowanej hipotez, nawet wtedy, gdy hipoteza jest
prawdziwa. Dzieje sie tak dlatego, Ze w tescie obliczana jest warto$¢
statystyki testowej x2 o rozktadzie prawdopodobieristwa g()(z )

e i Gesto$¢ prawdopodobienstwa g(x2)

— V=2 rozkladu x2 dla roéznej liczby
I v=3 .
041 v=4 Stopni swobody.
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Statystyka w wielokrotnie powtarzanych, w tych samych
warunkach, eksperymentach moze przyja¢ réozne wartosci, przy czym,
na mocy swej konstrukcji, duze jej warto$ci sugerujg brak zgodnosci z
modelu teoretycznego z modelem doswiadczalnym. Z powodu
losowego charakteru statystyki moze sie zdarzy¢, ze jej wartosé y2 w
konkretnym doswiadczeniu jest na tyle duza, ze odrzucimy badang
hipoteze, nawet jezeli ona jest prawdziwa. Tolerowalne
prawdopodobienstwo  takiego  zdarzenia wyznacza  poziom
wspomnianego ryzyka. Przyktadowo, jesli owe ryzyko ustalimy na 5%,
to bedzie to oznaczato, Ze gotowi jesteSmy odrzuci¢ hipoteze o
zgodnosci rozktadéw w jednym przypadku na 20, nawet wtedy, gdy
rozktad do$wiadczalny jest realizacjg modelu teoretycznego.

Prawdopodobienstwo Ze wartos$¢ statystyki testowej yZ2 bedzie
wieksza niz obserwowana wartos$¢ o2 jest réwne:
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Postac analityczna g(x2) jest podana w instrukcji.

Warto$¢ P mozna odczytad z tabeli 6 z instrukcji (w tabeli znajduja
sie wartosci P nie dla wartosci yo2 tylko dla zredukowanej warto$ci
réwnej xo2/v).

Im odczytana warto$¢ P jest wieksza tym bardziej rozklady
otrzymany (eksperymentalny) i zadany (teoretyczny) sa ze sobg
zgodne. Jesli prawdopodobienstwo jest mate prawdopodobnie
rozktady s ze soba niezgodne- w szczegdlnosci jezeli P<5% uwazamy
takg niezgodno$¢ za istotna (http://en.wikipedia.org/wiki/Chi-
square_distribution).
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Zauwazmy, Ze test yZ2 moze by¢ sformutowany nieco inaczej:
zamiast odczytywania dla naszego y,2 prawdopodobienstwa P z tablic
mozemy najpierw zatozy¢ pewne prawdopodobiefistwo P (czyli a),
zobaczy¢ jaka granica catkowania 2 odpowiada temu
prawdopodobienstwu i poréwnac nasz parametr Xo2 juz z liczbg - yi2
ale pamietajgc ze poréwnanie zostato zrobione na poziomie P (czyli a).
Taka taktyka jest przyjeta w skrypcie.
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Wartosci yx2 dla paru warto$ci @ w granicach 0.1-10% mozna
odczyta¢ z tabeli 5 z instrukcji. Widzimy ze podane a s3 mate co
skutkuje duza tolerancjg testu y2 - przyktadowo jesli dopuScimy
mozliwo$¢ odrzucenia prawdziwej hipotezy z prawdopodobienstwem
a= 1% dla zagadnienia w ktéorym stopien swobody wynidst 6
odczytujemy xw2= 16.81 co daje nam duzg szanse ze obliczone dla
naszego przypadku y,2 bedzie od yi-2 mniejsze i test y2 i hipoteza o
zgodnosci rozktaddw nie bedzie odrzucona. Jesli jednak obliczone yo2
bedzie wieksze niz 16.81 mozemy zmieni¢ nasz warunek na a, z
mniejsza a yix2 ro$nie a wiec szanse na to ze yp2< Y2 rosna.

W tabeli 2 przeprowadzony zostal test yZ2 dla rozktadu 432
pomiaréw drgan wahadta (ograniczono sie do liczenia wartoSci
oczekiwanych pr druga, dokltadng metody). Poniewaz warunkiem
przeprowadzenia testu x2 jest liczba zliczen w kazdym przedziale
powyzej 5, potaczone zostaty ze sobg cztery pierwsze i cztery ostatnie
przedziaty histogramowania. Stopien swobody v=m —1—2 , gdzie
m to liczba przedziatéw histogramowania, wynidst 8.

Parametr y,2 policzony ze znanego Paristwu wzoru:

m
» N i = Np)?
Xo = T
Ny
k=1

wynidst 38.41 (czyli zredukowana warto$¢ ys2 wyniosta 4.80). Oznacza
to, patrzac na tabele 5 z instrukcji, Ze odrzucamy hipoteze o zgodnoSci
rozkladow na poziomie (z prawdopodobienstwem biledu
pierwszego rodzaju) ponizej 0.1%. Tabela 6 z instrukcji, jako mniej
doktadna, jest w tym wypadku mniej dla nas uzyteczna poniewaz méwi
nam zZe btad pierwszego rodzaju jest ponizej 0.2%.

W tabeli 3 przedstawiono wymys$lony rozkiad okreséw drgan
wahadta taki by dobrze ,pasowal” do rozktadu Gaussa. Parametr y,2
wyniést 1.61 (zredukowana wartos¢ 0.20). Widzimy, Ze w tym
przypadku tabela 5 jest dla nasz bezuzyteczna a z tabeli 6 odczytujemy
ze odrzucenie hipotezy wigzato by sie z btedem pierwszego rodzaju
99%. Tutaj lepiej powiedzie¢ Ze nasze pomiary sa niesprzeczne z
hipotez3 o zgodnosci rozktadéw w 99% (na poziomie 99%).

Bibliografia:
. J.R Taylor, Wstep do analizy btedu pomiarowego, PWN, 1995
. www.wikipedia.org
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Wartosci eksperymentalne

Wartosci oczekiwane (z rozkladu teoretycznego, tu: rozkladu Gaussa)

metoda przyblizona

metoda dokladniejsza

przedzial k  liczbazliczen nk  czesto$¢ px  gestos¢ fi [s1] | V2 przedziatu Tiz [s]  fu ©G(T12) [s1] prk=G(T12):A Ni=px N pvl;z:;l;;acl:lk Dk =F(zk+1)-F(zx)  fi= piyA[s1] Nk=N-pk
zmiennych z
(3.05-3.08] 1 0.002 0.08 3.065 0.049 0.001 0.64 (-3.23 ,-2.85] 0.002 0.05 0.67
(3.08-3.11] 1 0.002 0.08 3.095 0.145 0.004 1.87 (-2.85 ,-2.47] 0.005 0.15 1.99
(3.11-3.14] 1 0.002 0.08 3.125 0.367 0.011 4.76 (-2.47 ,-2.10] 0.011 0.37 4.80
(3.14-3.17] 14 0.032 1.08 3.155 0.808 0.024 10.48 (-2.10 ,-1.72] 0.025 0.83 10.71
(3.17-3.20] 23 0.053 1.77 3.185 1.545 0.046 20.03 (-1.72 ,-1.35] 0.046 1.53 19.79
(3.20-3.23] 25 0.058 1.93 3.215 2.564 0.077 33.22 (-1.35 ,-0.97] 0.078 2.58 33.48
(3.23-3.26] 75 0.174 5.79 3.245 3.691 0.111 47.84 (-0.97 ,-0.59] 0.112 3.72 48.21
(3.26-3.29] 67 0.155 5.17 3.275 4.613 0.138 59.79 (-0.59 ,-0.22] 0.135 4.51 58.45
(3.29-3.32] 79 0.183 6.10 3.305 5.004 0.150 64.85 (-0.22 ,0.16] 0.151 5.02 65.10
(3.32-3.35] 32 0.074 2.47 3.335 4.710 0.141 61.04 (0.16 ,0.54] 0.142 4.73 61.26
(3.35-3.38] 47 0.109 3.63 3.365 3.848 0.115 49.87 (0.54 ,0.91] 0.113 3.77 48.90
(3.38-3.41] 33 0.076 2.55 3.395 2.728 0.082 35.36 (091 ,1.29] 0.083 2.76 35.81
(3.41-3.44] 20 0.046 1.54 3.425 1.679 0.050 21.76 (1.29 ,1.67] 0.051 1.70 22.03
(3.44-3.47] 10 0.023 0.77 3.455 0.897 0.027 11.62 (1.67 ,2.04] 0.027 0.89 11.58
(3.47-3.50] 1 0.002 0.08 3.485 0.416 0.012 5.39 (2.04 ,2.42] 0.013 0.43 5.57
(3.50-3.53] 1 0.002 0.08 3.515 0.167 0.005 2.17 (2.42 ,2.80] 0.005 0.17 2.25
(3.53-3.56] 2 0.005 0.15 3.545 0.058 0.002 0.76 (2.80 ,3.17] 0.002 0.06 0.79
suma: 432 1 1 432 1 432

$rednia Tsr 3.307 s o un

niepewnos¢

standardowa Tabela 1. Wartosci eksperymentalne oraz wartosci oczekiwane z rozktadu Gaussa okresu drgart wahadta.
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Wartosci eksperymentalne Wartosci oczekiwane
przedzial k —N,)2
przedziatk  liczbazliczefme |  whowyeh | Px=F(zw)F(z)  Ni=N-pi | S N6
zmiennych z N
(-0 -3.17] 17 (-0, -1.72] 0.0427 18.45 0.11
(3.17-3.20] 23 (-1.72, -1.35] 0.0458 19.79 0.52
(3.20-3.23] 25 (-1.35, -0.97] 0.0775 33.48 2.15
(3.23-3.26] 75 (-0.97, -0.59] 0.1116 48.21 14.89
(3.26-3.29] 67 (-0.59, -0.22] 0.1353 58.45 1.25
(3.29-3.32] 79 (-0.22, 0.16] 0.1507 65.10 2.97
(3.32-3.35] 32 (0.16, 0.54] 0.1418 61.26 13.97
(3.35-3.38] 47 (0.54, 0.91] 0.1132 48.90 0.07
(3.38-3.41] 33 (0.91, 1.29] 0.0829 35.81 0.22
(3.41-3.44] 20 (1.29, 1.67] 0.051 22.03 0.19
(3.44-0] 14 (1.67, o] 0.0475 20.52 2.07
suma: 432 Xo2 38.41
_ liczba stopni
v=8 swobody Xo2/v 4.80
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80 r
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(V] 60 | ’a' -~
S5 | - T
N 7z <
© 40 1 ~
K] I -~
5 30 ’/ LS
=20 F =F£~= -
10 ¢
0
e A O I A AR
AV N A N L SN S SV I
A N N N N e SN SN
A A Tabela 2 + Wykres 2.

okres drgan wahadta T [s]

Wartosci eksperymentalne oraz wartosci
oczekiwane liczby zliczen ny okresu drgan
wahadta oraz obliczony parametr xo 2
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Wartosci eksperymentalne

Wartosci oczekiwane

przedzial k —N,)?
przedziat k liczba zliczen ni w nowych Pk =F(zk+1)-F(zx) Ni=N- pk M
zmiennych z N
(-0 -3.17] 19 (-0 ,-1.72] 0.0427 18.45 0.017
(3.17-3.20] 21 (-1.72 ,-1.35] 0.0458 19.79 0.075
(3.20-3.23] 33 (-1.35 ,-0.97] 0.0775 33.48 0.007
(3.23-3.26] 48 (-0.97 ,-0.59] 0.1116 48.21 0.00093
(3.26-3.29] 54 (-0.59 ,-0.22] 0.1353 58.45 0.34
(3.29-3.32] 73 (-0.22 ,0.16] 0.1507 65.10 0.96
(3.32-3.35] 60 (0.16 ,0.54] 0.1418 61.26 0.026
(3.35-3.38] 47 (0.54 ,0.91] 0.1132 48.90 0.074
(3.38-3.41] 36 (0.91 ,1.29] 0.0829 35.81 0.00098
(3.41-3.44] 22 (1.29 ,1.67] 0.051 22.03 0.00005
(3.44-o0] 19 (1.67 , ] 0.0475 20.52 0.11
suma: 432 Xo2 1.61
_ liczba stopni
v=8 swobody Xo2/v 0.20
80 r
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