Cwiczenie nr 5 —- TERMISTOR JAKO TERMOMETR
Instrukcja dla studenta (wersja z dnia 28 VI 2018)
A. Majhofer i R. Nowak

WYMAGANIA TEORETYCZNE

o Sformulowanie metody najmniejszych kwadratow 1 wyznaczanie ocen parametrow i odchylen
standardowych tych ocen w przypadku zalezno$ci w postaci linii proste;j.

o Definicja kowariancji i wspotczynnika korelacji.

e Ogoblne wyrazenie na wariancje kombinacji liniowej zmiennych losowych (niekoniecznie
statystycznie niezaleznych).

e Prawa Ohma i Kirchhoffa — dzielnik napigcia.

WSTEP

Celem ¢wiczenia jest szczegotowe przesledzenie standardowej procedury budowy

i kalibracji przyrzadu pomiarowego. Zbudujemy termometr wykorzystujacy zaleznos¢ oporu

elektrycznego od temperatury. Wykorzystamy tzw. termistor, czyli opornik z materialu

poOtprzewodnikowego, ktérego opor znacznie silniej zalezy od temperatury niz w klasycznych
przewodnikach. Zaktadamy, ze posta¢ funkcji opisujacej zalezno$¢ oporu termistora od temperatury
jest znana, natomiast dla kazdego termistora warto$ci wystepujacych w tej funkcji parametrow
wyznaczane s3 na podstawie pomiaréw. Wykonanie tego zadania wymagaé bedzie:

a) wyznaczenia charakterystyki temperaturowo-oporowej termistora, czyli zaleznosci jego oporu
r(T) od temperatury absolutnej 75

b) zbudowania dzielnika napigcia i dobrania odpowiednich warunkow pracy termistora, aby
mozliwie najdoktadniej mierzy¢ temperatur¢ w zadanym przedziale;

c) kalibracji przyrzadu, czyli wyznaczenia funkcyjnej zaleznosci okreslajacej odpowiedz uktadu,
tj. napigcia na termistorze, na dobrze zdefiniowany sygnal, tj. temperature termistora, aby
zalezno$¢ te odwrocié, co pozwoli wyznaczaé temperature na podstawie pomiaru napigcia;

d) okreslenia doktadno$ci wskazan przyrzadu w zadanym zakresie temperatur.

Powyzsza procedura jest typowym sposobem postepowania przy budowie czujnikoéw temperatury.

OBJASNIENIA - WYKORZYSTANIE TERMISTORA DO BUDOWY TERMOMETRU
a) Zaleznos$¢ opornosci 7(7) typowego termistora od temperatury absolutnej 7, z dobrym

przyblizeniem, opisuje zalezno$¢:

r(T)=rwexp(§j, (1) 1000

I S 800
gdzie wielko$¢ B zwana jest stalg materialowa g
termistora. Dla termistoréw stosowanych < 600
w ¢wiczeniu, typowa warto$¢ parametru 7, ma 3
warto$¢ okoto 1 Q, a warto$¢ parametru B € 400
zawiera si¢ w granicach od 3000 K do 4000 K. §
Przyktad zaleznosci (1) dla termistora opisanego g 200
parametrami 7, = 0,8 Q 1 B = 3800 K, ukazuje
Rysunek 1. Celem pierwszej czgsci pomiardw 0
jest wyznaczenie ocen parametrow 7. 1 B 0 25 50 75 100
otrzymanego termistora. temperatura ¢ [°C]
b) W typowych czujnikach temperatury, termistor Rys. 1. Przyktadowy ksztalt zaleznosci

wykorzystany jest jako element dzielnika napig¢. opornosci termistora od temperatury

Dzielnik napie¢ to uktad dwodch szeregowo

potaczonych opornikow, a przyktad takiego dzielnika, ztozonego z opornika wzorcowego

0 oporze R oraz termistora o oporze (7) przedstawia Rysunek 2. Na podstawie drugiego prawa
Kirchhoffa znajdujemy napigcie V(7) na termistorze:
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T
v (T)= ) g )
R+r (T ) R
Pomiar napigcia V' w zadanej temperaturze 7 1 przy E

zadanym napigciu E zasilania, pozwala wyznaczy¢ opor 7,

a nastepnie, wykorzystujac wzor (1), obliczy¢

temperature 7. W zastosowaniach technicznych jesteSmy

zwykle zainteresowani zmianami temperatury w niewielkim

przedziale (T — A, Ty + A) wokot wybranej wartosci 7y,

dlatego zalezno$¢ (2) mozna przyblizy¢ w tym przedziale zalezno$cig liniowa:
V(T)=U(T)=h(T-T,)+U,,

przy czym wygodnie jest uzywac temperatury ¢ mierzonej w stopniach Celsjusza:
U(t)=h(t—1,)+U,=ht+g, 3)

gdzie 1) jest temperaturg 7 wyrazong w skali Celsjusza. Obok symbolu V opisujacego faktycznie

napigcie na termistorze dane wzorem (2), do rozwazan wprowadzilismy dodatkowy symbol U

oznaczajacy przyblizong warto$¢ napigcia na termistorze. Symbol U zamierzamy stosowac dla

wielkosci wyznaczonej ze zwigzku (3).

Zalezno$¢ napigcia V(r) (wzor (2)) od temperatury ma przebieg zilustrowany na Rysunku 3
dlar,=0,8 Q, B=3800 K, R =51 kQ i napigcia zasilania £ =1 V. Wida¢ na nim punkt
przegigcia w okolicy temperatury ¢ = 60°C. Uzyteczno$¢ punktu przegigcia polega na tym, ze

10
o

7)

Rys. 2. Schemat dzielnika napigé

mozemy go wykorzysta¢ do poprawy jakosci
przyblizenia (3) w rozwinigciu zaleznosci (2). E 1,0
Otoz, jak wiemy, punkt przegiecia o
charakteryzuje si¢ tym, ze w punkcie tym g 0,8 r
znika druga pochodna, a wigc rozwijajac Rz
zalezno$¢ V(T) wokot tego punktu € 0,6 &
pozbywamy si¢ wyrazu kwadratowego *2
1 pierwszy zaniedbany wyraz to dopiero = 04
wyraz sze$cienny. Warunek znikania drugiej i
pochodnej V(T) wzgledem T (przy ustalonym 3, 02
E 1 R) dla ustalonego termistora (a wigc 'g
zadanej takze warto$ci B) pozwala = 00
wyznaczy¢ opornos¢ R opornika 0 20 40 60 80 100 120
WZOICOWego: temperatura ¢ [°C]
R B-2T, - ex B @) Rys. 3. Przykltadowy przebieg napigcia na
B+ 2T, p T, termistorze w ukfadzie dzielnika

w dzielniku w zalezno$ci od temperatury 7y, przy ktorej chcemy obserwowac punkt przegiecia.
Na podstawie tego wtasnie zwigzku obliczono cytowang wezesniej warto$¢ R = 51 kQ oporu
referencyjnego dla temperatury ¢, = 60°C. Punkt przegigcia ma jeszcze t¢ zalete, ze w jego
okolicy zmienno$¢ badanej funkcji jest najwigksza, a wigc najwieksza jest tez czutos¢ przyrzadu.
c¢) Kalibracja przyrzadu polega na wyznaczeniu ocen warto$ci parametrow 4 i g we wzorze (3) na
podstawie pomiaréw napigcia V dla szeregu doktadnych warto$ci temperatury ¢ w uktadzie
dzielnika napi¢¢ z wyznaczonym oporem R. Za ,,doktadne warto$ci” temperatury uznajemy
wskazania wzorcowego termometru.
d) Termistor zamienimy w termometr, jesli zmierzymy napigcie V' na termistorze i temperature
wyznaczymy z odwroconej zaleznosci (3):
(HV+G, H=2 G=_% (5)
h h
Niepewno$¢ tak uzyskanej wartosci temperatury wynika z niepewnos$ci wartosci napiecia V oraz
ocen parametrow 4 1 g 1 ich kowariancji.
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Zadanie 1 (obowigzkowe, do domu — do wykonaniu przed przystgpieniem do pomiarow)

Wykorzystujgc uwagi zawarte w niniejszej instrukcji w czesci ANALIZA DANYCH,
zaproponuj postac transformacji zmiennych zaleznej r (oporu) i niezaleznej T (temperatury)
sprowadzajgcej wyrazenie (1) do postaci liniowej n(x) = ax + b pomocniczych parametrow a i b,
w ktorej i jest nowg zmienng zalezng, a x nowq zmienng niezalezng. Podaj zwigzek miedzy
parametrami a oraz b i parametrami B i ro, termistora.

Zadanie 2 (obowigzkowe, do domu — do wykonaniu przed przystgpieniem do pomiarow)
Wyprowadz zwiqgzek (4). Wyznacz wspotczynniki prostej, stycznej do krzywej V(T)
i przechodzqcej przez punkt przegiecia tej krzywej.

POMIARY

Pomiary w tym do$wiadczeniu odbywaja si¢ w dwodch czeséciach i w innym rytmie niz
w dotychczasowych ¢wiczeniach, dlatego niezbgdne jest kilka zdan oméwienia. Na pierwszym
spotkaniu wykonywany jest pomiar charakterystyki temperatura-opor termistora w obszarze od
okoto 5°C do okoto 80°C. Pozostaly czas spotkania poswigcony jest ¢wiczeniom rachunkowym —
wyznaczeniu metodg graficzng parametrow termistora, a w oparciu o nie, warto$¢ oporu R
referencyjnego w dzielniku napigcia (wzor (4)), a nastgpnie kolejnych zadan z czesci ANALIZA
DANYCH, do momentu wyczerpania czasu trwania Pracowni. Powtdrna analiza danych
uzyskanych z pomiaréw, tym razem metoda najmniejszych kwadratow, to zadanie domowe do
wykonania przed drugim spotkaniem pomiarowym. Na spotkaniu tym budowany jest dzielnik
napiecia i wykonywane sg pomiary charakterystyki napieciowo-temperaturowej w obszarze
temperatur od okoto 50°C do okoto 80°C, stuzace kalibracji przyrzadu.

Masz do dyspozycji

e naczynie o pojemnosci okoto 200 ml;

e wzorcowy termometr elektroniczny z podziatka co 0,1°C; jego wskazania uznajemy za
(wystarczajaco) doktadne;

e termistor w aluminiowej rurce z wyprowadzonymi przewodami; termistor to obiekt o rozmiarze
kilku milimetrow umieszczony i zalany zywicg na koncu rurki;

o plytke drukowang stuzaca do budowy dzielnika napig¢;

o zasilacz statonapigciowy jako zrodio napigcia na wejsciu dzielnika;

e miernik uniwersalny Brymen 805; parametry tego miernika jako omomierza i woltomierza
napigcia stalego podaje Tabela 1 — aby uzyska¢ informacje dotyczace symboli i sposobu
wyznaczania niepewnosci pomiaréw skonsultuj instrukcje do Cwiczenia 3;

e dodatkowy miernik uniwersalny dowolnego typu do monitorowania napigcia na zasilaczu,

e zestaw opornikow;

e przewody;

e goracg wode 1 16d.

Uwagi:

e Podczas wykonywania pomiaréw pami¢taj o szczegétowej dokumentaciji, tj. o notowaniu
wszystkich informacji mogacych mie¢ znaczenie podczas analizowania uzyskanych wynikow.

e Poniewaz przy wysokich temperaturach woda stygnie stosunkowo szybko i trudny jest
jednoczesny odczyt temperatury i opornos$ci, skoncentruj si¢ na obserwacji termometru.

W momencie, gdy temperatura osiggnie wyznaczong przez Ciebie warto$¢, zablokuj miernik
oporu przyciskiem HOLD. Po zapisaniu temperatury, zapisz opornos¢ i odblokuj miernik.

e W trakcie pomiaréw obchodz si¢ bardzo ostroznie z naczyniem z woda — woda o temperaturze
80°C + 90°C jest goraca. Naczynie ustaw z dala od Ciebie, aby niechcacy go nie potracié, staraj
si¢ nim nie porusza¢, a gdy woda stygnie, nie oktadaj go lodem lub r¢cznikami nasgczonymi
zimng woda — pozwol, aby proces stygnigcia przebiegat autonomicznie — bez Twej interwencji
1 jakikolwiek zaktdcen.
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Tabela 1. Parametry miernika Brymen 805 jako omomierza i woltomierza napigcia statego

Zakres oporno$ci Parametry dopuszczalnego bledu wskazania
od do w nc
000,0 Q 399,9 Q 0,008 6c = 0,6 Q= 0,0006 kQ
0,400 kQ 3,999 kQ 0,006 4c = 0,004 kQ
04,00kQ 39,99 kQ 0,006 4c = 0,04 kQ
040,0 kQ 399,9 kQ 0,006 4c=0,4kQ
0,400 MQ 3,999 MQ 0,01 4c=0,004 MQ =4 kQ
04,00 MQ 39,99 MQ 0,02 4c = 0,04 MQ =40 kQ
Zakres napiecia statego (DC) Parametry dopuszczalnego btedu wskazania
od do w ne
000,0 mV 399,9 mV 0,003 4c=0,4 mV = 0,0004 V
0,400 V 3,999V 0,005 3¢=0,003V
04,00 V 39,99 V 0,005 3¢=0,03V

Wykonanie pomiaréw — cze$¢ I - wyznaczanie charakterystyki temperaturowej termistora

Zanotuj numer termistora, ktory otrzymates$ (numer ten podaj w opisie ¢wiczenia).
Miernik uniwersalny Brymen ustaw do pomiaru opornosci i podiacz do termistora.
Zanotuj temperature i opornos$¢ termistora w warunkach temperatury pokojowe;.
Popro$ prowadzacego zajgcia o napetnienie naczynia gorgcg woda.
Umie$¢ termistor 1 termometr w wodzie. Zadbaj, aby termistor i czujnik termometru znalazly si¢
mozliwie blisko siebie i oba elementy byly zanurzone w wodzie — wypelienie naczynia do
1/4 + 1/5 wysoko$ci powinno to zapewni¢ — zbyt duza ilo§¢ wody jest niewygodna, bo naczynie
bedzie wolniej styglo, a to, przy skoniczonym czasie pomiaru, zawezi badany obszar temperatur.
e Nim rozpoczniesz pomiary, poczekaj az termometr zacznie definitywnie wskazywa¢ malejaca
warto$¢ temperatury. Wygodne moze tu by¢ obserwowanie wskazan oporu termistora.
e Notuj wartosci temperatury stygnacej wody 1 opornos¢ termistora. Prowadz pomiary przez
30 minut.
e Napelnij naczynie zimng wodg z kranu i dodaj pewng ilo$¢ lodu. Tak dobierz proporcje wody
i lodu, aby po wymieszaniu i calkowitym stopieniu lodu, woda miata mniej niz 10°C. I tu, jak
poprzednio, byt duza ilo$¢ wody jest niewygodna, bo naczynie bedzie wolniej si¢ ogrzewato,
a to, przy skofnczonym czasie pomiaru, zaw¢zi badany obszar temperatur.
e Nim rozpoczniesz pomiary, poczekaj az temperatura zacznie definitywnie rosngc.
e Notuj wartos$ci temperatury wody ogrzewajacej si¢ od otoczenia i opornosci termistora.
Zakoncz, gdy czas wykonywania pomiardw przekroczy 30 minut.

Wyznaczanie optymalnych parametrow ukladu do kalibracji termistora
Zadanie 3 (na éwiczeniach — do wykonania po pierwszej czesci pomiarow)

Wykorzystujqc wyniki Zadania 1 oraz zamieszczony na Rysunku 4 (na koncu instrukcji)
specjalny papier graficzny, wyznacz szacunkowe oceny parametrow v i B termistora. W tym celu
nanies na rysunek niektore ze zmierzonych wartosci temperatury i opornosci termistora (nie
wykorzystuj wszystkich danych — wystarczy, ze uzyjesz po kilka punktow danych z obszaru wyzszych
i nizszych temperatur), dopasuj ,,na oko - za pomocq linijki — linie prostq do danych, wyznacz
parametry tej linii prostej i na tej podstawie wyznacz oceny parametrow termistora. Oceny te winny
wyjs¢, w przyblizeniu, miedzy 3500 K a 4000 K dla parametru B oraz okoto 1 Q) dla parametru r..

Wykorzystujqc znalezione szacunkowe oceny parametrow ry i B termistora, wyznacz oceng
wartosci R oporu dzielnika (wzor (4)) dla temperatury ty = 65°C. Skorzystaj z wykresu na Rysunku 5
(na koncu instrukcji) lub kalkulatora. Wartos¢ opornosci referencyjnej dzielnika powinna zawieraé
sig, w przyblizeniu, miedzy 10 kQ a 50 kQ.

Zadanie 4 (obowigzkowe, do domu — do wykonaniu przed przystgpieniem do czesci II pomiarow)

4



Cwiczenie 5 - TERMISTOR JAKO TERMOMETR Instrukcja dla studenta

Wykorzystujqgc wyniki Zadania 1 oraz dane dotyczqce charakterystyki temperaturowej
termistora, wyznacz metodg najmniejszych kwadratow oceny parametrow r i B termistora.
Porownaj z wartosciami uzyskanymi metodq graficzng. Wykorzystujgc wyznaczone oceny
parametrow termistora, wyznacz optymalng wartos¢ opornosci R opornika w ukladzie dzielnika
napiecia, ktory zastosujesz przy kalibracji termistora.

Wykonanie pomiaréw — cze¢$¢ II — budowa i kalibracja termometru

W drugiej czesci pomiaréw wykorzystywany jest zasilacz. Do dobrej praktyki nalezy brak
ufnosci w stabilne i poprawne dziatanie urzadzen uzytych w doswiadczeniu, a dotyczy to kazdego
doswiadczenia, i dlatego w zestawie przyrzadow znajduje si¢ drugi miernik. Miernik ten ma Ci
postuzy¢ do monitorowania napigcia zasilania.

e Upewnij sig, ze dysponujesz tym samym termistorem — sprawdz numer — ktory
wykorzystywany byt w pierwszej czgsci pomiarowej.

e W tej czesci pomiarowej bedzie wykorzystywany zasilacz. W celu uzyskania stabilnych
warunkoéw pracy wymaga on, jak kazde urzadzenie elektroniczne, wygrzania, dlatego juz teraz
wlacz go, podiacz do jego wyjscia dodatkowy miernik i1 nastaw jakie$ napigcie, np. w okolicy
18 V i obserwuj w trakcie nastgpnych czynnosci jego wskazania. Odnotuj charakter i rozmiar
obserwowanych zmian napigcia.

e 7 otrzymanego zestawu opornikOw wybierz ten, ktory najlepiej odpowiada wartosci obliczone;j
wg wzoru (4) (patrz Zadanie 4) dla t, = 65°C.

o Wykorzystujac plytke, zbuduj dzielnik napigcia, ktérego elementami sg opornik 1 termistor oraz
miernik Brymen pozwalajacy mierzy¢ napigcie na termistorze. Nie podiaczaj zasilacza do
uktadu — do zasilacza pozostaw jedynie podigczony miernik pozwalajacy kontrolowaé napigcie
na wyjsciu zasilacza.

e Popros$ prowadzacego zajgcia o napetnieni naczynia goracg wodg i wstaw do naczynia termistor
1 termometr.

e Po sprawdzeniu przez prowadzacego zajecia poprawnosci potaczen elektrycznych uktadu,
podtacz zasilacz do uktadu dzielnika i pozostaw na nim napigcie okoto 18 V, zanotuj warto$¢
tego napigcia; kieruj si¢ wskazaniami miernika a nie wy$wietlacza zasilacza.

e Wykonaj pomiary z goragca wodg jak przy zdejmowaniu charakterystyki temperaturowej. Notuj
warto$ci: temperatury, napi¢cia na termistorze i napigcia zasilania nie dtuzej niz przez 30 minut.

e Obserwuj, od czasu do czasu, wskazania miernika napigcia na zasilaczu. Odnotuj charakter
1 rozmiar obserwowanych zmian napi¢cia.

ANALIZA DANYCH

Czes¢ I — wyznaczanie parametrow zaleznosSci nieliniowej
Metoda najmniejszych kwadratéw w zastosowaniu do linii prostej

Na wyktadzie zostala wprowadzona metoda najmniejszych kwadratéw shuzaca do
wyznaczenia ocen parametrow zaleznosci 77 = ax + b, ktora praktycznie wykorzystano
w Cwiczeniu 4. Przypomnijmy zasady, na ktorych sie ona opiera: dla serii znanych dokladnie
wartosci x;, i = 1, 2,..., n, mierzymy odpowiadajace im oceny y; wielkosci 7; = ax; + b
1 minimalizujemy, wzgledem parametrow a oraz b, wazong sume kwadratow reszt

i=1 o

1

gdzie wielkosci o; to odchylenia standardowe zmiennej y;. W praktyce odchylenia te sa, zazwyczaj,
nieznane 1 dlatego zastgpujemy je niepewnosciami standardowymi u;, a wowczas oceny nieznanych
parametrOw a i b oraz ich niepewnoS$ci wyrazajg si¢ zwigzkami:

A 1 2 1 ~ 1 2 1

4= Z(SSW ~-8,8,), ul = =S, b= Z(Snyx -8,8,). u; = S (6)
gdzie
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n 1 n n

n 2 n
S=ZT,&=Z%,%=Z%3g:Z%,%;Zﬁ¥ A=SS_-S.

=1 % i=1 % i=1 % i=1 U

Tak wyznaczone oceny nie sg statystycznie niezalezne, a ocena ¢, ich kowariancji C,; wynosi:

1
Copp =~ Z Sx . (7)
Czgsto, obok oceny c,, kowariancji, podawana jest ocena:
A C.
ab —
uaub

tzw. wspolczynnika korelacji p,,. Wspotczynnik ten jest bezwymiarowy, ma warto§¢ ograniczong
do przedziatu [-1,1] 1 wskazuje na site zwigzku miedzy ocenami parametrow a oraz b: im jest
blizszy jednosci, co do wartosci bezwzglednej, tym silniejsza relacja taczy obie oceny. Jego wartos¢
*1 oznacza $cista, matematyczna zalezno$¢ liniowa: malejaca dla wartosci —1 i rosngcg dla 1.

Sprowadzenie do zaleznosci liniowej

Zastosowanie metody najmniejszych kwadratow do zalezno$ci 7(x;a,b) liniowej, wzgledem
nieznanych parametréw a 1 b, pozwala otrzymac analityczne wzory zarowno dla ocen tych
parametrow, jak i ich odchylen standardowych. W ogélnym przypadku nieliniowej zalezno$ci od
szukanych parametréw, metoda najmniejszych kwadratéw prowadzi do uktadu nieliniowych
rownan, ktérych rozwigzan zazwyczaj nie potrafimy przedstawi¢ za pomocg funkcji elementarnych.
Istnieje jednak szereg przyktadow funkcji, w ktorych parametry pojawiajg si¢ w formie nieliniowej,
ale po wykonaniu zamiany zmiennych, zalezno$ci te mozna przeksztatci¢ do postaci liniowej
funkcji szukanych parametrow — by¢ moze kosztem przedefiniowania niektérych z nich. Dla
przyktadu zalezno$¢

!
B+x
mierzonej wielkosci ¢ i znanej doktadnie wielkosci x, po podstawieniu 7= 1/¢ przyjmuje postac
1 B+x B 1 . 1 B
n=—= =—+—x=ax+b, gdzie a=—, b=—,
Q A A A A A

a wigc zalezy liniowo od dwoch nowych parametrow: a 1 b. Mozemy teraz do zalezno$ci n=ax + b
zastosowac standardowe wzory (6) i (7). Musimy jednak pamigta¢ o wyznaczeniu, za pomocg
WZzoru na przenoszenie niepewnosci (o ile ma zastosowanie) niepewnos$ci wielkosci 1/y; na
podstawie znanych warto$ci y; 1 u;. Po wyznaczeniu ocen parametrow a i b oraz ich niepewnosci ug,
up 1 oceny c,p kowariancji C,p, odwracamy transformacje 1 uzyskujemy oceny parametrow A4 i B,

a niepewnosci uy, ug 1 oceng c4p kowariancji Cp wyznaczamy na podstawie wzoru na propagacje
matych bltedéw. Stosowne obliczenia stanowig tres¢ zadan rachunkowych ponizej. W podobny
sposob postepujemy z przyktadowymi zalezno$ciami wymienionymi w Tabeli 2.

Tabela 2. Przyktady ,,linearyzowania” zaleznos$ci ([x] oznacza wymiar lub jednostke wielko$ci x)

Badana Nowa zmienna | Nowa zmienna Przeksztatcenie Otrzymana

zalezno$¢ zalezna niezalezna parametrow zalezno$¢
Q X B

¢= Bx" n=In— t=In— b=In—= n=at+b
o] [x] [B]
4 B

= Be™ n=In-"— X b=In—= —ax+b

Y o] [B] 7
@=A(x + B n=4p x a=44, b=BY4 n=ax+b

Uwaga. Tak jak nie potrafimy obliczy¢ wartosci funkcji wyktadniczej w punkcie np. 5 cm lub
wartosci funkcji trygonometrycznych od argumentu np. 3 godz., tak tez nie potrafimy obliczy¢
wartosci logarytmu wielkosci mianowanej. Dlatego do dobrej praktyki nalezy jawne usunigcie
miana we wzorach metodqg dzielenia przez jednostke, np. In (t/1°C), w ktorej mierzona jest

6
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rozwazana wielkos¢, co w Tabeli symbolizujg oznaczenia [ @], [x] oraz [B].

Przyktad sprowadzenia do zaleznosci liniowej spotkaliémy juz w Cwiczeniu 4, gdzie
analizowana byta zalezno$¢
7o 4n* . 4r’H
g g
kwadratu okresu 7 drgan wahadta, jako funkcji wysokosci 4 nad podtoga, a wielkos¢ H okreslata
wysoko$¢ punktu zaczepienia wahadta nad podtoga. W relacji tej kwadrat okresu odgrywa role
wielko$ci 7, natomiast zmienng niezalezng x jest wysoko$¢ 4.

Jesli niepewnosci zmiennej zaleznej sg na tyle mate, ze przyblizenie propagacji matych
btedow jest wystarczajaco doktadne, to oceny wartosci parametréw uzyskane na podstawie
zlinearyzowanej zaleznosci sg bardzo bliskie wartosciom wynikajagcym z metody najmniejszych
kwadratow zastosowanej do oryginalnego problemu.

Przenoszenie niepewnosci
Uzupetnijmy te rozwazania o jeszcze jeden element: 0godlny wzor na przenoszenie

niepewnosci, ktory wykorzystamy wielokrotnie w dalszej czesci éwiczenia. W Cwiczeniu 2
pokazali$my, Ze niepewno$¢ u. kombinacji liniowej z = ax + by + ¢ zmiennych x oraz y, gdzie a, b
oraz c to zadane state, wynosi:

u> =a‘u’ +b2uj +2abc,, . )
Wspotczynnik c,, przy podwojonym iloczynie to ocena tzw. kowariancji zmiennych x 1y
1 w zalezno$ci od relacji migdzy zmiennymi 1 znaku iloczynu ab, modytikuje niepewnos¢ u..
W szczegblnym przypadku, gdy zmienne sg statystycznie niezalezne, oceng ich kowariancji mozna
przyjac rowng zeru 1 powracamy do dobrze znanego wzoru na propagacj¢ niepewnosc,
wykorzystywanego we wszystkich dotychczasowych analizach.

Wzor (8) dostarcza punktu startowego do wyznaczania oceny kowariancji rozmaitych
wielkos$ci pojawiajacych si¢ w niniejszym ¢wiczeniu, a procedur¢ mozna podsumowac nastgpujaca
recepta: utworz kombinacje liniowg zmiennych, ktorych kowariancje chcesz ocenié i wyznacg
kwadprat jej niepewnosci standardowej — wyraz stojgcy przy podwojonym iloczynie
wspotczynnikow kombinacji wyznacza oceng kowariancji.

Zadanie 5 (na éwiczeniach) — ogolna postaé wzoru na przenoszenie niepewnosci
Wzorujgc si¢ na wyprowadzenie wzoru (8), pokaz, ze w przypadku kombinacji liniowej
trzech zmiennych: w = ax + fy + yz + 6, wzor na niepewnos¢ u,, wielkosci w ma postac:
u = a’u’ + ,Bzui +y%ul +2afc, +2ayc_ +2Byc

xy vz’
gdzie uy, u,, u. to niepewnosci wielkosci x, y oraz z, natomiast c,,, cx. oraz c,. to oceny kowariancji
Cyy, Cy; oraz Cy, kowariancji zmiennychx iy, xizorazyiz.

Uogolnij, bez przeprowadzania obliczen, ten wynik na przypadek:

n
z=ay+ ) ax,,

i=1

wielu zmiennych x;, i = 1, 2,..., n, ze wspotczynnikami o, kiedy to otrzymujemy wyrazenie:

n n

2 2.2

u, = E o u; + E Q¢ ,
i=1

i=1,j#i

. 2 . e . ;. . .. .
gdzie u; to ocena wariancji wielkosci x;, a c;; kowariancji C;j zmiennych x; oraz x;.

Pokaz, ze dla funkcjq f(x1,x2,...,x,) zmiennych x;, ktorej rozwinigcie:

S 0
f(xl’xz""7xn)zf(ﬂl’ll'lz""’ n)+z%(xi_ﬂi)
i=1

do wyrazow liniowych wokot punktu (1u,1b,.. .,1,) dostarcza jej akceptowalnej aproksymacji
w przestrzeni zmiennych x; w hiperkostce o rozmiarach kilku niepewnosci u;, wzor na niepewnos¢
wartosci tej funkcji przyjmuje postac:
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2
| o - 9 o
2 2
u, = — | u; + ———0c, . 9
4 ,Z_;[axl. ] ' i—;j#i ox, ox; "’ ®)
Wiemy, ze w przypadku wielokrotnych pomiardw, potrafimy wyznaczy¢ niepewnosci
wielko$ci mierzonych. Wyprowadzajac wzor (8) pokazaliSmy w Cwiczeniu 2, jak wielokrotne
pomiary pozwalaja takze wyznaczy¢ oceng cy, kowariancji. Gdy wykonujemy jednokrotne pomiary,
zaréwno niepewnosci jak i ocen¢ kowariancji musimy zna¢ skadinad.
Zadanie 6 (na éwiczeniach rachunkowych) — korelacja miedzy funkcjami zmiennych
Dana jest seria zmiennych x;, i = 1, 2,..., n, o niepewnosciach u; i ocenach kowariancji c;;.
Ze zmiennych x; tworzymy dwie kombinacje liniowe:

n n
za:a0+2aixi, zﬂ:ﬂo+z,6'ix,.,
i=1 i=1

o statych wspotczynnikach o; oraz f,i =0, 1, 2,..., n. Pokaz, ze ocena kowariancji C,p miedzy
Zmiennymi z, oraz zZg Wynosi:
n ) n
Cop = D 0B+ D afe, .
i=1 i=l, j#i
Pokaz, ze w przypadku dwoch funkcji f(x1,x2,...,xn) oraz g(x1,x2,...,x,) zmiennych x;
o niepewnosciach u;, do ktorych to funkcji majq zastosowanie zatozenia dotyczqce wyznaczanie
niepewnosci wielkosci posrednio mierzonej (przenoszenia niepewnosci), ocena cy, kowariancji
miedzy tymi funkcjami przyjmuje postac:
NS % . N O 08
Ch —Z——ui + z - c; - (10)
i1 Ox; OX, i1+ OX; OX,

Nalezy zwroci¢ uwage na nastepujqgcy fakt: nawet gdy zmienne x; sq statystycznie niezalezne,
funkcje fi g pozostajq skorelowane — fluktuacje wartosci zmiennych wymuszajq odpowiedniq
wspotzmiennos¢ wartosci tych funkcyi.

Kowariancja zmiennych, w szczegdlnosci kowariancja ocen parametréw linii prostej,
odgrywa w analizie danych w niniejszym ¢wiczeniu zasadniczg rolg.

Zadanie 7 (do domu dla treningu)
Dana jest seria zmiennych x;, i = 1, 2,..., n, o niepewnosciach u; oraz seria zmiennych y,
j =1 2,..., m, oniepewnosciach v;. Ze zmiennych tych utworzono dwie kombinacje liniowe:

n m
Za:a0+zaixi’ Zﬁ:ﬂ0+2ﬂjyja
i=1 =

o statych wspotczynnikach o;, 1 =0, 1, 2,..., n, oraz B, j = 1, 2,..., m. Wyznacz kowariancje miedzy
Zmiennymi z, oraz z

Zadanie 8 (na éwiczeniach rachunkowych) — przyktad sprowadzania do zaleinosci liniowej
Zgodnie z prawem Newtona, temperatura T stygnqcego ciata, z dobrym przyblizeniem,
opisywana jest zaleznosciq:
T(t)=T,+(T, -T,)exp(-4t), (11)

gdzie Ty jest temperaturq otoczenia, T, temperaturq poczgtkowq ciata, natomiast t czasem
obserwacji mierzonym od chwili, kiedy to ciafo miato temperature T,. Wspotczynnik A
charakteryzuje warunki stygniecia i zalezy od stygngcego ciata i otoczenia.

Dla ciggu doktadnie znanych chwil czasu t;, i = 1, 2,.., n, zmierzono wartosci T; + u;
temperatury wody stygngcej w naczyniu. Zaprojektuj kolejne kroki obliczen pozwalajgce wyznaczyé
oceny nieznanych wartosci parametrow A i T, a takze niepewnosci tych ocen. Sprowadz
zagadnienie do wyznaczania parametrow zaleznosci liniowej i wyprowadz niezbedne wzory. W celu
uproszczenia zadania przyjmij, ze temperatura otoczenia Ty jest znana doktadnie (zostata zmierzona
termometrem o istotnie wigkszej precyzji, niz termometr, ktory postuzyt do wyznaczania temperatury
stygngcej wody) i nie ulega zmianie w trakcie trwania pomiarow.
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Wskazowka:

a) Zaproponuj postac transformacji sprawdzajgce wyrazenie (11) do liniowej funkcji n = ax + b
pomocniczych parametrow a i b, w ktorej n jest nowq zmienng zalezng, a x nowg zmienng
niezalezng.

b) Podaj zwigzki lgczgce parametry Ai T, z parametrami a i b.

¢) Przetlumacz niepewnosci u; na niepewnosci w; nowej zmiennej zaleznej.

d) Sformutuj problem wyznaczania ocen nieznanych parametrow a i b linii prostej metodq
najmniejszych kwadratow.

e) Wyprowadz wyrazenia na oceny parametrow a i b, ich niepewnosci u, i u, oraz oceng Cqp
kowariancji Cyp (wzory (6) oraz (7)) wynikajgce z metody najmniejszych kwadratow.

f)  Przypusémy, ze odchylenie standardowe oy pomiaru temperatury nie jest znane, a jedynie
wiadomo, Ze jest ono takie samo dla wszystkich wartosci temperatury. Na podstawie wielu
wczesniejszych doswiadczen wiadomo, ze wyrazenie (11) poprawnie opisuje stygnigcie wody
w warunkach tego konkretnego eksperymentu. Podaj wyrazenia na oceng u odchylenia
standardowego or oraz niepewnosci u, i u, oraz oceng cqp kowariancji Cgp.

Cze$¢ 11 — kalibracja — odwrdcenie roli zmiennych
Dobierajac odpowiednig warto$¢ opornosci R dzielnika (wzér (4)) oczekujemy, ze
w otoczeniu punktu przegiecia wyznaczonego temperaturg ¢y, napi¢cie J na termistorze z dobrym
przyblizeniem spetnia zaleznos$¢
U=ht+g
(wzor (3)). Celem drugiej czesci pomiardw jest wyznaczenie ocen parametrow /4 1 g, ktore pozwola
okresli¢ temperature na podstawie zmierzonego napigcia ¥ na termistorze, zgodnie ze wzorem (5):

(—HV+G, H=t G=-%,
h h
Opisana powyzej procedura nazywana jest kalibrowaniem przyrzadu. Uzywajac termistora
jako termometru chcemy dodatkowo pozna¢ doktadnosci pomiaru temperatury przy zadanej
doktadnosci napigcia V' w badanym przedziale temperatur. Zilustrujemy to rozwigzujac ponizsze

zadania.

Zadanie 9 (na éwiczeniach rachunkowych) — kalibracja: niepewnosci i kowariancje ocen
Pokaz, ze dla dopasowanej zaleznos¢ liniowej U = ht + g miedzy napieciem a temperaturg,
a nastepnie jej odwroconej formy:

=ty &_priG, m=L, 6=-%,

h h h h
niepewnosci uy i ug wielkosci H i G oraz ocena cy; ich kowariancji wynoszq.:
2 AD A A
u 1
2 2 2 2 2
Uy ==, uG:‘i u; +A—2ug—2%chg, CHG:_%“/H' = Che
h h h h h h

gdzie uy, i ug to niepewnosci ocen horaz g parametrow h oraz g, a wielkos¢ cjg to ocena
kowariancji wielkosci horaz g .

Zadanie 10 (na éwiczeniach rachunkowych) — kalibracja: niepewnos¢ wielkosci wyznaczanej
Dla ustalenia uwagi rozwazmy relacje U = ht + g miedzy napieciem na termistorze
a temperaturq. Dla serii znanych doktadnie n wartosci temperatur t;, i =1, 2,.., n, zmierzono
wartosci V, Xu, napiecia V. Na podstawie tych danych wyznaczono, metodq najmniejszych
kwadratow, oceny hi g parametrow h, g oraz oceny uy, ug i chg odchylen standardowych o, oy
i kowariancji Cyg. W dalszej pracy zamierzamy skorzystac z tych wynikow w celu wyznaczenia
oceny t temperatury na podstawie pojedynczej wartosci 1% uzyskanej jako wynik pomiaru
napiecia V, przy czym zaktadamy, Ze wartos¢ 1% uzyskano na drodze pomiaru niezaleinego od
pomiarow, ktore doprowadzity do wyznaczenia ocen parametrow h oraz g. Przyjmujemy tez, ze
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ocena odchylenia standardowego oy wartosci vV, czyli niepewnos¢ oceny Vv wynosi uy. Dla
zaleznosci U = ht + g mamy relacje odwrotng: t = HV + G, gdzie H = 1/h oraz G = —g/h
i ocene t temperatury wyznaczymy ze zwigzku

i=AP+6, A=, 6--%.
h h
Pokaz, ze niepewnosé u,* tak wyznaczonej oceny temperatury wynosi:
u> = Hu) +V?u;, +ul +2Ve,, . (12)
Jesli wrocimy do pierwotnych parametrow h oraz g, to zwigzek ten przybierze ksztalt:
A\2

1 V- 1 V-¢
l= A—zuﬁ +#uf +A_2”; +2 ASg
h h h h

Zadanie 11 (na éwiczeniach rachunkowych) — interpolacja

1 A A
u € :ﬁ(u5+tzuf+u§+2tchg). (13)

Dla ustalonej wartosci napiecia V otrzymujemy najlepszq ocene t = HV +G temperatury
wraz z dwiema ograniczajgcymi jg warto$ciami: t. L= HV +G + u, wyznaczajgcymi tzw. przedzial
ufnosci na poziomie jednej niepewnosci standardowej. Gdy bedziemy zmieniac wartos¢ napigcia V,
wartosci graniczne wyznaczq dwie hiperbole o rownaniach

(V)= EV + G H U + V2, +ul+2Ve,, (14)

okalajgce prostq t(V) = HV +G na wykresie

zaleznosci temperatury od napiecia. Hiperbole te

okreslajq tzw. pasmo niepewnosci odpowiadajgcy

Jjednej niepewnosci standardowej temperatury V),

w wybranym zakresie wartosci argumentu V, jak

ilustruje to, w sposob przesadny, Rysunek 4.

a) Po wyznaczeniu ocen parametrow H oraz G, do
dobrej praktyki nalezy przedstawienie wizualnej
oceny zgodnosci dopasowanej prostej z danymi.
Dokonujemy tego na wykresie reszt g; = t; — V),
czyli roznic miedzy zmierzonymi temperaturami
t; i wyznaczonymi z zaleznosci t(V,) = HV, + G , Rys. 4. Pasmo ufnos$ci wokot prostej
Jjako funkcji napiecia, na ktorym punkty danych
powinny byc¢ rozrzucone losowo wokot zera. Wszelki regularny wzor tych punktow moze
sugerowac niewtasciwy wybor dopasowywanej zaleznosci.

b) Wykres reszt jest takze dobrym miejscem do ukazania hiperbol wyznaczajgcych pasmo
niepewnosci. Wynika to z faktu, iz, z reguty, pasmo to wagsko otacza dopasowanq linig prostq
i znacznie lepiej widoczny jest jego przebieg wilasnie na wykresie reszt. Pokaz, ze pasmo takie
wyznaczone jest przez krzywe (14) odpowiadajqgce jednej niepewnosci standardowej u, zadanej
wzorem (12), w gore i w dot od zera. Zazwyczaj wygodniej jest przedstawic¢ zarowno reszty jak
i pasmo niepewnosci na wykresie, na ktorym na osi odcietych odktadamy oryginalng zmienna
niezalezng, w tym przypadku temperature, a wiec wykorzystujemy wzor (13). Pozwala to tatwo
zobaczy¢ jakos¢ pomiaru (temperatury) w punkcie, w ktorym te jakos¢ chcemy ocenic, bez
potrzeby przechodzenia przez wyznaczanie wartosci wielkosci mierzonej (napiecia).

¢) Dla kompletu informacji ukazanej na rysunku pokaz, ze asymptoty hiperbol majg rownania:

B (V)= (A £u, )y +G e
uH
i przecinajq si¢ punkcie o wspotrzednych
yo=_Suo_ o4 T 7

2 x -

2
Uy u,

b

10



Cwiczenie 5 - TERMISTOR JAKO TERMOMETR Instrukcja dla studenta

gdzie V i T to Srednie arytmetyczne, a punkt ten lezy na prostej f = HV +G.

Zadanie 12 (na ¢éwiczeniach, jesli wystarczy czasu) — wplyw niestabilnosci zasilacza

Rozwazmy wplyw braku stabilnosci dziatania zasilacza na doktadnos¢ pomiarow
temperatury za pomocq termistora w uktadzie dzielnika napiecia. W tym celu przyjmijmy, ze znamy
doktadnie parametry B oraz r., termistora, opornos¢ R opornika wzorcowego w dzielniku napiecia,
a jedynym Zrodtem bledu w pomiarze jest brak stabilnosci zasilacza. Jak duza musiataby by¢
wzgledna zmiana AE/E napiecia na zasilaczu, aby zaznaczyta sie ona odchyleniem wartosci
temperatury od jej wartosci doktadnej o 0,1°C? Aby nabra¢ orientacji co do rozmiaru tego efektu,
skorzystaj z szacunkowych ocen parametrow termistora i zmierzonej wartosci R referencyjnego
opornika, wyznacz wartos¢ AE/E dla temperatury ty i porownaj jq z analogiczna wartoscig
wynikajgcq z procentowej doktadnosci miernika Brymen (Tabela 1) na wybranym zakresie
pomiarowym. Gdyby niestabilnosc zasilacza byta nietolerowalnie duza i nie byto mozliwosci
powtorzenia pomiarow ze sprawnym zasilaczem, to w jaki sposob nalezatoby uwzglednic ten efekt?

Zadanie 13 (do domu dla treningu)
Pokaz, ze obie krzywe wyrazone zwigzkiem (14) to istotnie sq hiperbole.

Zadanie 14 (do domu dla treningu)

Wskazane jest aby zawsze, po wykonaniu dopasowania zaleznosci n(x) = ax + b,
przedstawic reszty €, =y, — ax, ~b, gdzie wielkosci y; to uzyskane wartosci wielkosci nw punkcie
x;. Pokaz, ze niepewnos¢ takiej reszty wynosi:

2

2 _ 2 2 2
u; =u, +xu, +u, +2xc,.

W szczegolnosci, w przypadku reszt €, =V, —-U (ti) =V - ﬁti — ¢ z dopasowania napiecia na

termistorze, niepewnosc ta to:
2 2, 22 2
u; =u, +tu, +u, +21c,, .

Zadanie 15 (do domu dla treningu)

Jesli do interpolacji wykorzystujemy prostg dopasowang metodg najmniejszych kwadratow,
to dla jakiej wartosci zmiennej znanej doktadnie (kontrolowanej) otrzymujemy najmniejszq
niepewnosc wielkosci interpolowanej?

Zadanie 16 (do domu dla treningu)

Dwaj studenci otrzymali zadanie pomiaru masy dwoch ciat za pomocq szalkowej wagi
laboratoryjnej, wyposazonej w komplet odwaznikow, z ktorych najmniejszy miat mase A=1g.
Student A zmierzyt mase kazdego z cial bezposrednio tj. kladqgc kazde z nich oddzielnie na jedng
szalke, a odwazniki na drugq. Student B natomiast, najpierw zmierzyt sume mas obu cial tqcznie,
a nastepnie polozyt jedno cialo na jednej szalce, a drugie na drugiej szalce i wyrownat wage
doktadajqc odpowiednie odwazniki na tej szalce, na ktorej lezato ciato o mniejszej masie.
Uktadajgc stosowne rownania, student B mogt obliczy¢ mase kazdego z ciatl. Jakq doktadnosé
pomiaru masy kazdego z cial uzyskali studenci? lle wynosi wspotczynnik korelacji miedzy
wartoSciami mas uzyskanymi przez kazdego studenta w ich wlasnym pomiarze?

Zadanie 17 (do domu dla treningu)

Wykorzystaj swoje dane dotyczqce pomiaru okresu drgan wahadta w zaleznosci od
wysokosci kuli wahadla na podlogq uzyskane przy wykonywaniu pomiaréw w Cwiczeniu 1
i wyznacz oceny, wraz z ich niepewnosciami i wspolczynnikiem korelacji, przyspieszenia ziemskiego
oraz wysokosci pomieszczenia, w ktorym wykonywane byty pomiary.

Zadanie 18 (do domu dla treningu)
Dla n wartosciach zmiennej kontrolowanej x;, dysponujemy serig n wartosci y;,
z odchyleniami standardowymi o;, pomiarow wielkosci n, przy czym wiemy, Ze 1 i x zwigzane
sq zaleznoscig proporcjonalng n = Ox.
o Dla kazdej pary (x;, y;) mozemy utworzy¢ oceng parametru @w formie: 6; = y:/x;, a z tych ocen

11
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zbudowaé Sredniq arytmetyczng 0 . Znajd? wariancje takiej oceny.
o Wyznacz niepewnosci wielkosci 6; i oblicz ich Srednia wazong 6,, i jej niepewnosc¢ wewnetrzng.
o Porownaj uzyskane wzory z wyrazeniami wynikajgcymi z metody najmniejszych kwadratow.
Ktorg z ocen: 0 czy 60, wybierzesz?

Zadanie 19 (do domu dla treningu)

Wiadomo, Ze zaleznos¢ miedzy wielkosciami n i x jest liniowa. Dla ciggu znanych dokladnie
wartosci x;, i = 1, 2,.., n, z pomiaru uzyskano wartosci y; wielkosci n, przy czym odchylenie
standardowe wyniku pomiaru o numerze i wynosi o; .Pokaz bezposrednim rachunkiem, ze jesli
relacje miedzy wielkosciami n oraz x przedstawi¢ w postaci n=a (x - )?W) + b, gdzie

— 1 < x
X, = D5
2

i=1 O

1

to kowariancja Cy, = 0 (mowimy wtedy, Ze oceny parametrow a oraz b sq nieskorelowane).

Zadanie 20 (do domu dla treningu)

Dana jest probka liczqca n par (x;,y;) kontrolowanych wartosci x; znanych scisle oraz
zmierzonych wartosci y;, o znanych dyspersjach o;, bedgcych nieobcigzonymi ocenami wielkosci
n; = ax;. Niech liniowy, w zmiennych y;, estymator a parametru a ma postac

n
a= Zaiyi >
i=1

gdzie q; to nieznane, state wspolczynniki. Dobierz te wspotczynniki tak, aby estymator ten miat
minimalng wariancje i byt nieobcigzony. Pokaz, Ze tak otrzymany estymator jest tozsamy
z estymatorem metody najmniejszych kwadratow. Przyjmij, ze zmienne y; sq statystycznie niezalezne.

RAPORT KONCOWY
Wyniki pomiarow, w postaci pliku tekstowego, pliku do programu Excel pakietu MS Office
lub pliku do programu Calc pakietu Libre/Open Office nalezy przestac¢ e-mailem prowadzqcemu
zajecia niezwlocznie po zlozeniu raportu. Raport bedzie czekal na sprawdzenie, az to uczynisz.
Pisanie raportu rozpocznij od ponownego przeczytania, w instrukcji do Cwiczenia 1, uwag
o tym, jak nalezy sporzqdza¢ raport.

Raport, napisany zgodnie z ogdélnymi zasadami wyszczegodlnionymi w instrukcji do Cwiczenia

1, powinien zawiera¢ nastgpujace elementy:

1. numer termistora bedacego przedmiotem doswiadczenia;

2. definicj¢ transformacji zmiennych, w ktorych zmierzona zalezno$¢ opornosci od temperatury
przyjmuje posta¢ liniowej funkcji poszukiwanych parametrow,

3. przy wyznaczeniu metodg najmniejszych kwadratow ocen wartos$ci parametrOw otrzymanej
zalezno$ci liniowej, podaj posta¢ minimalizowanej funkcji i jasno zdefiniuj wszystkie
wystepujace w niej wielkos$ci; w analizie przyjmij, ze temperatura mierzona wzorcowym
termometrem znana jest doktadnie, a wszystkie pomiary oporu maja t¢ sama, nieznang, warto$¢
niepewnosci u, lub t¢ sama, nieznang, wartos¢ uy, niepewnosci logarytmu opornosci i wyznacz
je z rozrzutu punktéw wokot otrzymanej prostej (patrz Wyklad i Cwiczenie 4); podaj wartosé
u, lub uy,, a stad wartosci ocen parametréw r 1 B termistora (wzor (1)) oraz ich niepewnosci
wraz z oceng ich kowariancja; alternatywnie, przy dopasowywaniu skorzystaj z informacji
zawartej w Tabeli 1 o doktadno$ci miernika Brymen jako omomierza, w tym drugim przypadku
podaj liczbe stopni swobody 1 warto§¢ minimalnej sumy kwadratéw, a takze jakosciowg ocene
zgodnosci krzywej modelowej z danymi — nie przeprowadzaj testu g2,

4. Wykres zmierzonej zaleznosci oporu termistora od temperatury (Wykonanie pomiaréw —
czesé¢ I) wraz z krzywa dang wzorem (1) i wyznaczong na podstawie ocen warto$ci parametrow
uzyskanych w punkcie 3 niniejszego wyliczenia; na wykresie temperature przedstaw w skali
Celsjusza i tylko ta skala postuguj sie w calej dalszej graficznej prezentacji wynikow,
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5. optymalna, dla temperatury 7, = 65°C, oceng oporu referencyjnego R (wzor (4)) w dzielniku
napi¢cia, wraz z niepewnoscia tej oceny,

6. zmierzong warto$¢ R opornika wybranego z dostepnego zestawu i zastosowanego jako opor
referencyjny w dzielniku napi¢cia oraz odpowiadajaca temu opornikowi temperature ¢,

7. wybrane napigcie zasilania dzielnika,

8. wykres zmierzonej zalezno$ci napi¢cia V' na termistorze od temperatury ¢ wyrazonej
w stopniach Celsjusza (Wykonanie pomiarow — czes¢ II),

9. zastosuj metod¢ najmniejszych kwadratow — podaj posta¢ minimalizowanej funkcji i jasno
zdefiniuj wszystkie wystepujace w niej wielkosci — do oceny parametrow 4 1 g zaleznoS$ci
U= ht + g (zwiazek (3)), a takze niepewnosci ocen tych parametrow i oceny ich kowariancji;
w obliczeniach przyjmij, ze temperatura jest znana doktadnie, a wszystkie niepewnosci pomiaru
napig¢cia majg t¢ sama warto$¢ uy; wyznacz ja z rozrzutu punktow wokot otrzymanej prostej
1 podaj jej wartos¢; alternatywnie, przy dopasowywaniu parametrow linii prostej skorzystaj
z informacji zawartej w Tabeli 1 o doktadnosci miernika Brymen jako woltomierza; w tym
drugim przypadku podaj warto§¢ minimalnej sumy kwadratow i liczbe stopni swobody, a takze
konkluzje testu y* zgodnosci zaleznosci modelowej z danymi,

10. dopasowang prostg naniesiong na wykres z punktu 8 powyzej,

11. wykres reszt &, =V, — U ;» 1. réznic migdzy zmierzong wartoscia V; napigcia a wartoscia
U = /;tl. + ¢ uzyskang z dopasowanej zaleznosci dla temperatury #;, jako funkcje temperatury,

12. oceny HiG parametréw H i G w zaleznos$¢ (5) wraz z ich niepewnosciami i oceng
kowariancji,

13. wyznaczong na podstawie zaleznosci (5) warto$¢ temperatury (w stopniach Celsjusza) wraz z jej
niepewnoscig dla arbitralnie wybranej przez Ciebie, przykladowej wartosci V napigcia roznej od
wartosci uzyskanych w procesie kalibracji termistora; przyjmij, ze warto$¢ niepewnosci
mierzonego napiecia jest rowna niepewnosci uy uzyskanej w punkcie 9 powyzej, ale jesli
wykorzystywana byla Tabela 1 do wyznaczania niepewnosci napigcia, skorzystaj
z dopuszczalnej warto$ci btedu odczytu podanego w tej Tabeli dla wybranego napigcia,

14. podsumowanie informacji dla przysztego uzytkownika zbudowanego termometru (termistor
w uktadzie dzielnika napigcia z zadanym napigciem zasilajgcym) w postaci:

a) wykresureszt &, =t;,— t(V;) = t;— HV; — G jako funkcj¢ temperatury ¢ dla indeksu
i=1,2,.., n,numerujacego pary wartosci (V;, ¢;) zmierzone jak opisano to w Wykonanie
pomiaréw — czes¢ 11,

b) naniesionych na tym wykresie hiperbol (14) wyznaczajacych odchylenia temperatury
(w stopniach Celsjusza) o jedng niepewnos$¢ u, od obliczonej temperatury #(V),

c) dyskusji doktadnosci wskazan przyrzadu w zaleznos$ci od dopuszczalnego przedziatu
zmiennoS$ci temperatury .

Raport koncowy powinien zawiera¢ wszystkie surowe wyniki pomiaréw, aby mozna byto,
bez odwotywania si¢ do oryginalnych zapiskow sporzadzonych w trakcie wykonywani
doswiadczenia, powtorzy¢ wszystkie obliczenia 1 sprawdzi¢ ich poprawno$¢.

Raport nalezy odda¢, wraz z ostemplowanym arkuszem otrzymanym przy przystepowaniu
do cze¢séci pomiarowej, w sekretariacie Pracowni w terminie nastepnych zaje¢, po zakonczeniu
¢wiczen rachunkowych do niniejszego do§wiadczenia. W raporcie mozesz wykorzystac jedynie
wlasne dane.

Raport nie moze uzyska¢ pozytywnej oceny koncowej, jesli cho¢ jedna z wartosci liczhowych
jest bledna z powodu bledéow rachunkowych badz wyboru blednej metody analizy!
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