Cwiczenie nr 4 - WYZNACZANIE MOMENTU BEZWEADNOSCI WALCA
Instrukcja dla studenta (wersja z dnia 20 VI 2018)
A. Majhofer i R. Nowak

WYMAGANIA TEORETYCZNE

o Newtona réwnania ruchu bryty sztywne;.

« Srednia wazona, niepewno$¢ zewnetrzna i wewnetrzna, spojnos¢ danych.

« Definicja zmiennej z°.

o Sformulowanie metody najmniejszych kwadratow w przypadku znanych odchylen
standardowych oraz w przypadku nieznanych, ale identycznych.

o Warto$¢ oczekiwana i wariancja kombinacji liniowej statystycznie niezaleznych zmiennych
losowych.

« Pearsona test y* zgodno$ci modelowej zaleznoéci matematycznej i modelowego rozktadu
z danymi do$wiadczalnymi.

WSTEP

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie momentu bezwtadnosci bryly o ksztatcie zblizonym do
walca (petlnego lub wydrazonego). Pomiary pozwalaja na wyznaczenie momentu bezwladnos$ci
walca na dwa sposoby. Pierwszy sposob opiera si¢ o pomiary zaleznos$ci potozenia walca od czasu
podczas staczania go z réwni pochytej o znanym kacie nachylenia i wyznaczenie jego
przyspieszenia a stad momentu bezwtadno$ci. Drugi natomiast polega na zmierzeniu wymiaréw
walca 1 skorzystaniu z teoretycznej zaleznos$ci okreslajacej moment bezwtadnos$ci. Jak zwykle, poza
samg wartoscig badanej wielkos$ci, ustalimy takze, jak doktadnie te warto§¢ zmierzylisSmy. Uktad
doswiadczalny wykorzystywany w ¢wiczeniu prezentuj fotografia na Rys. 1.

Rys.1. Widok uktadu pomiarowego (fot. T. Nowak)

Pomiary wykonuja dwie osoby, wykorzystujac do tego celu jedng rownig, ale kazda z os6b
wyznacza moment bezwtadnosci przydzielonego jej walca.

Przyspieszenia a walca, o momencie bezwtadnos$ci / (wzgledem osi symetrii) i zewngtrznym
promieniu R, podczas staczania si¢ bez poslizgu z rdowni pochylej o kacie nachylenia & wynosi

2 .
a:ngzsma’ (1)
mR”+1
gdzie m jest masg walca, a g przyspieszeniem ziemskim. Nadajac wyrazeniu na moment
bezwladnosci posta¢ I = SmR?, uzyskujemy
_ gsina
1+8
W tym ¢wiczeniu, w zakresie analizy danych, poznamy metod¢ najmniejszych kwadratow
w zastosowaniu do wyznaczanie ocen parametroOw zaleznos$ci liniowej 1 niepewnosci tych ocen.
Poznamy takze test y* zgodnosci postulowanej zaleznosci funkcyjnej lub ksztattu rozktadu
prawdopodobienstwa z danymi.
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Zadanie 1 (do domu — do wykonania przed przystgpieniem do pomiarow)

a) Wyprowadz rownanie (1).

b) Wyprowad? wzér na wspélczynnik Bzdefiniowany zwigzkiem I = BmR* dla jednorodnej powloki
walcowej o masie m, promieniu zewnetrznym R i wewnetrznym r. Ile ten wspotczynnik wynosi dla
walca petnego?

¢) Niech symbol a oznacza diugosé podstawy rowni, b jej wysokos¢, c jej diugosé¢, natomiast o jej
kqt nachylenia. Funkcje sina mozna wyznaczy¢ na trzy sposoby:

sin =2 sina =ﬂ sing = b
¢’ ¢ Ja* +b
mierzgc dwie: (b,c), (a,c) lub (a,b) z trzech wielkosci. Przypus¢my, ze kazdg z diugosci a, b i c
mierzymy z takq samq niepewnosciq standardowq u. Czy ktoras z tych metod jest najlepsza, tj.
pozwoli wyznaczy¢ niepewnos¢ funkcji sina z najmniejszq niepewnosciqg?

POMIARY

Masz do dyspozycji

o walec z metalu;

o suwmiarke pozwalajaca na odczyt dlugosci z doktadnoscia do 0,01 mm;

e tasme mierniczg pozwalajacg na odczyt dtugosci z doktadnoscig do 1 mm;

e rownie pochyla o regulowanym (w niewielkim zakresie) kacie nachylenia; do rowni
przymocowane sg dwie fotokomorki, ktére mozna wzdtuz niej przesuwac; walec, staczajac si¢
z rowni 1 przystaniajac pierwsza z nich powoduje uruchomienie pomiaru czasu, a gdy dotrze do
drugiej 1 jg przystoni, stosowany uktad elektroniczny zatrzymuje zegar i wyswietla,
z doktadnos$cia do 0,0001 s, czas ruchu walca migdzy tymi dwiema fotokomorkami.

Wykonanie pomiaréw

Podczas wykonywania pomiaréw pamigtaj o szczegotowej dokumentacji, tj. o notowaniu
wszystkich informacji mogacych mie¢ znaczenie podczas analizowania uzyskanych wynikow.

o  Wytrzyj doktadnie recznikiem papierowym powierzchni¢ rowni.

e Wypoziomuj podstawe réwni.

e Sprawdz, czy walec nie blokuje si¢ na szczycie rowni — walec przycisnigty do listwy na
szczycie rowni powinien sam rusza¢ swobodnie, bez popychania. Gdy tak nie jest, popros
asystenta prowadzacego ¢wiczenie o inny walec.

e Przy kazdym z nachylen rowni do poziomu zmierz wszystkie niezbedne wielko$ci, ktore
pozwolg Ci wyznaczy¢ kat nachylenia rowni lub wybrang funkcje tego kata.

e Ocen dokladnos$¢ pomiaru odlegtosci L migedzy fotokomodrkami bioragc pod uwage ich rozmiary,
luzy umocowan i doktadnos$¢ taSmy miernicze;j.

e Zmierz wszystkie niezbedne wymiary walca.

e Wytrzyj dokladnie r¢cznikiem papierowym walec jak rowniez rowni¢ i powtarzaj t¢ czynno$é
za kazdym razem przed rozpoczgciem serii pomiarow przy nowej odleglosci miedzy
fotokomodrkami.

e Przy ustalonej odleglosci miedzy fotokomorkami, wykonaj 10 pomiaréw czasu ¢ staczania
walca migdzy nimi. Powtarzaj pomiar dla réznych, facznie przynajmniej siedmiu, odlegltosci L
migdzy fotokomorkami. Zacznij od odlegtosci okoto 10 cm — 15 cm. Fotokomorke
rozpoczynajacg pomiar czasu ustaw w odlegtosci 10 cm — 15 cm od poczatku rowni i zmieniaj
jedynie potozenie fotokomorki konczacej czas pomiaru. Pomiary wykonaj dla dwoch réznych
nachylen réwni.

Niezwykle istotnym jest, aby w momencie, kiedy uwalniamy walec i pozwalamy mu na
staczanie si¢, przylegal on calg swoja dlugoscig do ograniczenia na szczycie rowni. Gdy o to nie
zadbamy, walec bgdzie staczat si¢ pod katem do kierunku w dot wzdtuz réwni 1 wkrotcee,
natrafiwszy w swym ruch na boczne krawedzie rowni, bedzie si¢ o nie obijat. Spowolni to jego ruch
1 doprowadzi, w oczywisty sposob, do btednej wartosci oceny momentu bezwtadnos$ci. Aby tego
unikng¢, nalezy stang¢ na przedtuzeniu rowni, twarzg do jej szczytu. Walec nalezy dociskac
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w potowie jego dtugosci do blokady jednym palcem i gdy jesteSmy gotowi do pomiaru, usunaé go
zdecydowanym ruchem, bez poslizgu wzdtuz walca. Kazdy pomiar, w ktorym dostrzezemy
uderzenie walca w boczng krawedz rowni nim minie on dolng fotokomorke, nalezy powtdrzy¢.

W celu zminimalizowania grozby takich btedow, dolng fotokomorke nie nalezy ustawia¢ dalej niz
1 m od szczytu réwni.

Gdy walec minie fotokomodrke zatrzymujacg pomiar czasu postaraj si¢ go ztapa¢ — nie
pozwalaj na to, by walec po stoczeniu si¢ dot uderzal o ograniczenie na dole rowni. Powoduje to
drgania catej réwni, ktére moga doprowadzi¢ do przesuni¢¢ fotokomorek.

Gdy pomiar wykonywany jest w parach, to jedna osoba uruchamia walec, a druga obstuguje
zegar i zapisuje zmierzony czas. Tak zebrane dane nalezg do osoby, ktora uruchamia walec.

ANALIZA DANYCH

Na stronie, z ktorej pobratas/pobrates niniejszq Instrukcje, znajduje si¢ arkusz kalkulacyjny
do programu Calc pakietu Libre Office/Open Office przygotowany do wykonania obliczen bedgcych
przedmiotem ponizszych zadan. Arkusz ten lub rownowazny bedzie niezbedny podczas éwiczen
rachunkowych i moze by¢ pomocny podczas przygotowywania raportu koncowego. Jesli masz
wlasny komputer, mozesz z nim przyjs¢ na ¢wiczenia rachunkowe, w przeciwnym przypadku bedzie
mozna skorzystac z jednego z komputerow na Pracowni. Pamietaj jednak, ze na Pracowni nie ma
dostepu do internetu, wiec arkusz kalkulacyjny musisz przynies¢ na zajecia na urzqdzeniu pamigci
zewnetrznej (typu pen-drive, do wypozyczenia w sekretariacie Pracowni).

Zadanie 2 (obowigzkowe do domu — do wykonaniu przed éwiczeniami rachunkowymi)

Uzupetnij w arkuszu wszystkie brakujgce dane. Jesli uznasz to wygodnym, przepisz je do instrukcji.
e Wykonaj punkt a) w Zadaniu 5.

o Wykonaj punkt c) oraz d) w Zadaniu 6.

W niniejszym ¢wiczeniu zajmujemy si¢ zagadnieniami, ktérych wspolnym mianownikiem
jest suma kwadratow reszt 1 zastosowaniu tego podejscia do oceny wielkos$ci fizycznej metoda
sredniej wazonej, ocen parametrow linii prostej metoda najmniejszych kwadratéw 1 zagadnieniem
testow statystycznych opierajacych sie na rozktadzie y*. Gléwnym celem zadan rachunkowych
rozwazanych ponizej jest opanowanie zwigzanych z tym technik rachunkowych. Glebszy wglad
w teoretyczne aspekty metody najmniejszych kwadratow pojawi si¢ w nastgpnym ¢wiczeniu.
Przyktady liczbowe bierzemy z Cwiczen 1 i 2. Celowo nie odwotujemy si¢ do danych uzyskanych
w czg$ci pomiarowej obecnego ¢wiczenia, gdyz w obecnym ¢wiczeniu wybor wlasciwej metody
analizy danych pozostawiamy Tobie, a ¢wiczenia rachunkowe majg Ci w tym wyborze dopomdc.
Trafno$¢ tego wyboru bedzie oceniang czgscig raportu koncowego.

SREDNIA WAZONA
Zadanie 3 (na éwiczeniach)
Tabela 1 podaje wyniki pomiaru gestosci (Cwiczenie 2) uzyskane przez autoréw instrukcji.
Postugujqc sie¢ Srednig wazong, wyznacz najlepszq ocene gestosci i niepewnosc tej oceny. Skqd
biorg sig¢ te wzory? Skorzystaj z arkusza kalkulacyjnego i odwzorowanej tam Tabeli 1.

Tabela 1. Wyznaczanie $redniej wazonej

— _ — \2
pi U 1/u} plui | p=P. | (p-p.) | (A=P.)
metoda 3 3 6 3 3 ——
[g/cm’] [g/cm’] [cm’/g7] [cm’/g] [g/cm’] [gz/cmé] u;
A 2,6776 0,0075| 17777,7778| 47601,78
B 2,6966 0,0612 266,9913 719,97
C 2,68667| 0,00140| 510204,0816| 1370750,00
suma =| 528248,8507| 1419071,75 suma = ;(02 =
Uint = = _w Uext =
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Przypominamy niezbedne wzory. Jezeli ta sama wielkos¢ zostata zmierzona N niezaleznymi
metodami i otrzymano N wartosci x; wraz z niepewnosciami u;, to najlepszq oceng poszukiwanej
wielkosci jest X, , a za oceny niepewnosci przyjmujemy wiekszq z wartoSci iy i Ueq, gdzie:

2
N 1 2 N(x —X
= _.2\ N 2 _ 2 _ U 2 2 _ i~ Xw
xw - uintz_z ’ uint - N ’ uaxt - KXo Xo = Z .
i=1 Y; ZL N-1 i=1
2
i=1 U

Dyskusja wyboru niepewnosci zostanie przeprowadzona na wyktadzie.

Zadanie 4 (do domu — dla treningu)

Pewien teoretyczny model glosi, Ze dwa parametry: a oraz b uwazane dotychczas za
niezalezne i stuzgce do opisu klasy zjawisk, ktorych tenze model ma jakoby dotyczy¢, majq tq samg
wartoS¢. W celu sprawdzenia modelu wykonano eksperyment i w dwu niezaleznych pomiarach
znaleziono wartosci parametrow: a = 1,0 £ 0,4 oraz b= 2,3 + 0,3. Co mozesz powiedzie¢ na temat
stusznosci modelu, przyjmujqc, ze kazdy z pomiarow opisany jest rozktadem normalnym? Jesli
uznasz stusznos¢ modelu, jak wyznaczysz najlepszq eksperymentalng wartos¢ postulowanego
parametru i jego niepewnosc?

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW I TEST ZZ ZGODNOSCI DOPASOWANIA

Jeden z przyktadow zastosowania metody najmniejszych kwadratoéw napotykamy, gdy
wyznaczamy krzywa kalibrujaca uktadu pomiarowego, kiedy to wzorcujemy nasz uktad, badajac
jego odpowiedz na doktadnie znany bodziec. Odpowiada to sytuacji, w ktorej dla doktadnie znanej
wartos$ci zmiennej niezaleznej x;, wykonywany jest pomiar zmiennej zaleznej 7; = ax; + b,

w ktorego wyniku otrzymujemy wartos¢ y; z niepewnoscia u; (Zadanie 5). W praktyce najczescie]
spotykamy jednak problemy, w ktorych obie warto$ci: x; oraz y; s3 wyznaczane z niepewnosciami.
Aby wtedy zastosowa¢ omawiany w niniejszym ¢wiczeniu wariant metody najmniejszych
kwadratow, za zmienng niezalezng przyjmujemy wielko$¢ znang doktadniej (Zadanie 6).

Zadanie 5 (na éwiczeniach)

W Tabeli 2 podane sq wyniki pomiarow wydtuzenia sprezyny pod wpltywem zawieszanych na
niej ciezarkow. Masy ciezarkow znane sq bardzo dokladnie, a wydtuzenie mierzone byto tasmq
stalowq z podziatkg milimetrowq. Prawo Hooke a przewiduje, ze wydtuzenie sprezyny jest
proporcjonalne do dziatajgcej sity, a wiec w naszym przypadku do masy zawieszonych cigzarkow.

Tabela 2. Wyniki pomiaréw wydhluzenia sprezyny
masa m; [g] 65,21 | 118,47 | 171,59 | 224,75 | 278,07
wydhluzenie L; [mm]| 138 253 365 479 592
Uwaga: Informacja o doktadnosci pomiaru L (tasma z podziatkq milimetrowq) tej samej dla
wszystkich punktow, wyznacza oceng wktadu doktadnosci przyrzqdu do niepewnosci pomiaru.
W ponizszej analizie ocenimy niepewnosci standardowej pomiaru wydtuzenia na podstawie
rozrzutu s (patrz nizej) punktow wokol dopasowywanej zaleznosci funkcyjnej, ktorej postac (liniowy
charakter) uznajemy za scistq. Uzyskang wartos¢ niepewnosci nalezy porownac z wktadem od
doktadnosci przyrzqdu.
a) Narysuj na papierze milimetrowym wykres danych z Tabeli 2 na papierze. Sprawdz, za pomocgq
linijki, czy dane ukladajq si¢ na linii prostej, a jesli tak, to wyznacz oceny parametrow tej prostej
z wykresu.
b) Poniewaz nie wiadomo na ile scisle podane wydtuzenia odnoszq sie do pomiarow od dtugosci
swobodnej sprezyny, przyjmij, ze poszukiwana zaleznos¢ miedzy diugosciq sprezyny
a zawieszong na niej masq ma posta¢ L = am + b. Zaloz tez, Ze wszystkie wartosci mas, jako
wartosci wzorcowe, znane sq doktadnie, a pomiary wydtuzenia wykonano z takim samym,
nieznanym, odchyleniem standardowym o. Sformutuj zagadnienie wyznaczenia ocen nieznanych
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wspotczynnikow a i b metodq najmniejszych kwadratow: podaj posta¢ wyrazenia, ktore ma

osiggng¢ minimalng wartos¢ i wyjasnij wzgledem jakich wielkosci ma by¢ ono minimalizowane.
¢) Wyznacz oceny a i b parametrow a i b oraz niepewnosci tych ocen. Skorzystaj z arkusza

kalkulacyjnego i odwzorowanej tam Tabeli 3. Dla przypomnienia podajemy stosowne wzory:

a=-+= b=L-am, m=

Tabela 3. Schemat obliczen przy wyznaczaniu zaleznosci liniowej L = am + b

m L |om=m-i|6L=L-L| omol; | (om) m? (Li—alm,.—é)2

[g] | [mm] [¢] (mm] | [gmm] | [¢] ('] -

6521 138 4252,34

118,47| 253 53,148 ~112,4] 5973,838| 2824,7099| 14035,14

171,59 365 -0,028 0.4 0,011 0,0008| 29443,13

224,75] 479 53,132 113,6] 6035,795] 2823,0094| 50512,56

278,07| 592 106,452 226,6| 24122,023| 11332,0283] 77322,92

858,09| 1827 |« suma suma —> 175566,09

171,618| 3654 |« Srednia — m’=| 3511322 e
ats, = Z;J_rsb = s =

Zdefiniowana wielkos¢ s jest niepewnoscig standardowq wydtuzenia i ocenia ona nieznane
odchylenie standardowe ow pomiarze wydtuzenia sprezyny. Wielkos¢ s uzyskujemy ze sredniego
rozrzutu punkow wokot zatoZonej zaleznosci funkcyjnej, zawierajqgcej dwa swobodne parametry.
Parametry te znajdujemy z dwoch rownan metody najmniejszych kwadratow, ktore to rownania
wprowadzajq dwa wiezy lgczgce wszystkie wartos¢ y;, co powoduje, ze mamy jedynie N — 2
niezaleznych wynikow i stqd czynnik N — 2 w mianowniku.

UWAGA. Podejscie to zaklada, ze badana zaleznos¢ ma faktycznie posta¢ L = am + b.

d) Na podstawie wynikow obliczen rozstrzygnij, stosujgc test 3o, czy wydtuzenie mierzono od
diugosci swobodnej sprezyny.

e) Jesli uznatas/uznates, ze wyraz wolny dopasowanej zaleznosci liniowej jest zgodny z zerem, to
sformutuj problem wyznaczenia oceny nieznanego wspotczynnika A w zaleznosci L = Am
metodq najmniejszych kwadratow: podaj postac wyrazenia, ktore ma by¢ minimalizowane
i wyjasnij wzgledem jakich wielkosci. Przyjmij, jak poprzednio, Ze wszystkie wartosci mas, jako
wartoSci wzorcowe, znane sq doktadnie, a pomiary wydtuzenia wykonano z takim samym,
nieznanym, odchyleniem standardowym o.

f) Wyznacz oceng A nieznanego parametru A i niepewnosc tej oceny. Skorzystaj ze wzorow:
Z m,L, )
s
A= , S, = 5 ,
z m; > om’
i=1
Wielkosc¢ s interpretujemy analogicznie jak w punkcie c). W obliczeniach wzoruj sie na Tabeli 4.

Zadanie 6 (na ¢éwiczeniach)
W Cwiczeniu 1, badajgc drgania wahadta, wyznaczytas/wyznaczyltes pieciokrotnie czas
trwania 10 okresow dla kilku roznych jego diugosci. Dane te wykorzystamy teraz, aby za pomocq

li(L Am) .

i=1
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Tabela 4. Schemat obliczen przy wyznaczaniu zaleznos$ci proporcjonalnej L = am

2¢ 2 A\ 2
mi [g] Lifmm] | mli[gmm] | mP[g] | (L—Am,) [mm’]
65,21 138 8998,98 425234
118,47 253 2997291 14035,14
171,59 365 62630,35 29443,13
22475 479 107655,25 50512,56
278,07 592 164617,44 77322,92
sumy —> 373874,93 175566,10
~ _ _ na stopief
Axs, = s = swobody|

metody najmniejszych kwadratow wyznaczycé wysokos¢ punktu zawieszenia wahadta nad podlogg.
Jak wiadomo, dla matych wychylen, okres drgan T wahadla o dlugosci L wynosi

T=27r\/z,
g

gdzie g to przyspieszenie ziemskie. Jesli wprowadzimy wielkosci: H— wysokos¢ punktu zawieszenia
wahadta nad podlogg, h — wysokos¢ srodka ciezkosci wahadla na podtogg, kiedy to L= H — h,
a wtedy znajdziemy, Ze:

47°H 47’

2
_ 4z (H—-h) czyli n=ah+b, gdzie n=T°, b= , a=-—
g g g
Widzimy, Ze wprowadzenie wielkosci zadanej kwadratem okresu pozwolito zapisac relacje miedzy
okresem a wysokoscig wahadta nad podtogq w prostszej postaci.
W naszym doswiadczeniu zarowno wielkos¢ h jak i n pochodzg z pomiaru, wigc rownie

dobrze mozemy rozwazac zaleznosc:

h =H—4g T2 czyli h=cn+d, edzie d=H, a=

2
T

TZ

_ 8
y
Decyzja o wyborze dopasowywanej formy zaleznosci wymaga stwierdzenia, czy mierzony byt
doktadniej kwadrat okresu czy wysokos¢. W tym celu:
a) wyznacz niepewnosci ur pomiaru okresu dla kazdej z wysokosci kuli wahadta nad podlogg,
b) wyznacz wynikajgce z nich niepewnosci u, kwadratow okresow;
¢) skorzystaj z Tabeli 5 i wykonaj na papierze milimetrowym wykres zaleznosci T* od h;
d) oszacuj wartos¢ ay wspotczynnika a zaleznosci liniowej n = ah + b na podstawie wykresu,
e) porownaj przeniesione wartosci 6, = aou, niepewnosci uy z wartosciq uy. Jesli 6, << u,, to za
zmienng niezalezng mozemy przyjgc h.
Korzystajgc z arkusza kalkulacyjnego, uzupetnij odwzorowang tam Tabele 5 (tabela zawiera
dane uzyskane przez autorow instrukcji) i podejmij decyzje.
Uwaga: W tabeli przyjelismy dopuszczalny blqd graniczny wskazan stopera A, = 0,02 s (jak
niektorzy z Panstwa zaobserwowalli, stoper nie wyswietlal wszystkich mozliwych wartosci).

Zauwaimy, e w wyniku takiej analizy mozZe si¢ zdarzyd, Ze np. wyznaczajgc wspolczynnik
liniowej rozszerzalnosci cieplnej probki metalu w ksztalcie odcinka drutu i analizujgc relacje
miedzy temperaturqg a dlugosciq tego odcinka umieszczonego w kgpieli z regulowang
temperaturg, bedziemy musieli przyjgé temperature jako zmienng zaleing, a dlugosé¢ odcinka
drutu jako zmienng niezaleing, choé, jako ;ywo, nikt 7 nas nie powie, Ze diugos¢ drutu decyduje
o temperaturze kgpieli, w jakiej jest on utrzymywany. Jak widzimy, podejscie to ignoruje relacje
przyczynowosci miedzy zmiennymi i bynajmniej nie Swiadczy to przeciw metodzie. Jest to
immanentna cecha statystyki matematycznej — nie wnika ona w relacje deterministyczne miedzy
badanymi wielkosciami — ona tylko opisuje obserwowany obraz, a decyzja o istnieniu lub braku
zwiqgzkow przyczynowych pozostawiona jest w reku badacza.

f) Przyjmij, ze dana jest seria N zadanych i doktadnie znanych wartosci x; zmiennej niezaleznej
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Tabela 5. Wyznaczanie dominujacej niepewnosci

wysoko$¢ 4 kuli wahadta nad podtoga [m]
0,04] 0,69] 1,40] 1,72
numer pomiaru czas ¢ dziesieciu kolejnych okresow [s]
1 34,28 30,22 25,03 22,34
2 34,35 30,19 24,97 22,37
3 34,31 30,19 24,97 22,31
4 34,28 30,15 24,90 22,34
5 34,25 30,13 25,03 22,25
$rednia 7 10 okresow [s] 34,294 30,176 24,980 22,322
niepewnos¢ s- §redniej ¢ [s] 0,0160 0,0241 0,0203
dopuszczalny btad graniczny A, [s] 0,02 0,02 0,02 0,02
niepewno$¢ u, = /s> +A? /3 [s] 0,0197|  0,0267|  0,0234
okres T'= /10 [s] 3,0176 2,4980 2,2322
niepewnos¢ ur = u,/10 [s] 0,00197| 0,00267| 0,00234
n="T1[s"] 9,10591|  6,24000| 4,98272
niepewnos¢ T°: u,, = 2Tur [s°] 0,01191| 0,01334] 0,01044
A, =0,003 m, a stad u; [m] 0,00173 0,00173| 0,00173| 0,00173
niepewnos¢ J, = aouy Z przeniesienia [s7]

oraz zmierzonych, w punktach x;, wartosci y; zmiennej zaleznej n;. W swym modelowym
podejsciu metoda najmniejszych kwadratow wymaga znajomosci odchylen standardowych o;
wielkosci y; (w praktyce zastepowane niepewnosciami standardowymi u;). Sformutuj problem
wyznaczenia ocen nieznanych wspolczynnikow a i b petnej linii prostej n = ax + b metodq
najmniejszych kwadratow, co oznacza: podaj postac¢ wyrazenia, ktore ma osiggng¢ minimalng
wartos¢ i wyjasnij wzgledem jakich wielkosci ma by¢ ono minimalizowane. W zadaniu role
zmiennej niezaleznej x odgrywa wysokos¢ h kuli wahadta nad podtogq.

g) Oblicz metodq najmniejszych kwadratow oceny parametrow a oraz b linii prostej n=ah + b
oraz niepewnosci tych ocen. Skorzystaj z arkusza kalkulacyjnego i odwzorowanej tam Tabeli 6.
Dla kompletu informacji podajemy stosowane wzory:

N ¥ by -
A2 (xi_xw)(yi_yw) F— A= 2 _ 1 2 2.2
a—uaz > , b=y —ax,, U, =———> u, =X, u,,

i=l U; Z X, =X,

i=1 ui
N N - N 2 N
f=iy oy olyn wolex g el
w 22 w 27 w 2 2°
ST u; ST u; ST u; -1 U

h) Przeprowad? Pearsona test y* zgodnosci zaleznosci modelowej w postaci linii prostej z danymi.

i) (Do domu — dla treningu) Jesli test dopuszcza opis danych za pomocq linii prostej, to
wykorzystujgc wartos¢ przyspieszenia ziemskiego w Warszawie, wyznacz oceng wysokosci H
punktu zaczepienia kuli nad podtogq wraz z niepewnosciq tej oceny.

j) (Do domu — dla treningu) Jesli test dopuszcza opis danych za pomocq linii prostej, to skorzystaj
z ocen wartosci parametrow linii prostej i podaj swojg oceng wartosci przyspieszenia ziemskiego
w Warszawie oraz niepewnosc¢ tej oceny, wynikajqcq z przeprowadzonego eksperymentu.

k) Zatozmy, ze dopasowywana zaleznosc liniowa miedzy kwadratem okresu a wysokosciq kuli
wahadta nad powierzchnig podtogi jest poprawna, nie jestesmy jednak przekonani co do
poprawnos¢ naszych niepewnosci standardowych pomiaru czasu. Sqdzimy jedynie, ze wlasciwie
odzwierciedlone sq ich wzajemne stosunki, ale nie jest nam znany wspolny czynnik
multiplikatywny. Oznacza to, zZe faktyczne niepewnosci pomiaru kwadratu okresu to nie u; lecz
wielkosci w; = zu;, gdzie z jest nieznanym wspotczynnikiem. Wyznacz ocene wspotczynnika z.

7
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Tabela 6. Schemat obliczen dla zalezno$ci 7> = ah + b z uwzglednieniem niepewnosci wielkosci 77

wielko$¢ numer pomiaru wysokosci / suma | $rednia
1 2 3 4
x; [m] (x = h) 0,04 0,69 1,40 1,72 - — —
yi[s°] =T") 9,10591| 624000 498272 - — —
u; [s°] 0,01191] 0,01334] 0,01044] — — —
1/ui” 7051,72] 5616,46] 9166,89 =S —
xilu 4865,69| 7863,04| 15767,05 =X,
yilui® 64212,33 | 35046,73 | 45676,00 =7,
S = (% — X)/u; _ _ _
&i= (i~ yu)lu; - - -
5xi§yi — —
(8x)* - -
Xt 3357,32| 11008,26 | 27119,32 =x.
wyniki: atu,= I;J_rub = —
A\ 2
(yi_dxi_b) /“12 Z(? - P(}(2>Z§):

Przedstawione w tym punkcie zagadnienie moze wydawac sig sztuczne w kontekscie
niniejszego zadania. Bywa ono jednak czesto wykorzystywane w analizie danych i natkniemy si¢
na przyktad jego zastosowania w nastepnym ¢wiczeniu. Zwracamy uwage, ze jest ono nieco
rozwinietq formq analizy przeprowadzonej w Zadaniu 5, gdzie niepewnosci pomiaru dtugosci
sprezyny byly identyczne i w calosci nieznane.

Przypominamy sposob postgpowania przy wykonywaniu Pearsona testu y> zgodnosci
modelu wyrazonego zalezno$cig matematyczng f(x; ), gdzie @ to zbidr parametréw, do danych
zadanych w postaci zestawu N wartos$ci (x;, y; = o;) zmiennej niezaleznej x; 1 zmiennej zaleznej 7;
wraz z wartosciami o; odchylen standardowych wielkosci y;:

e ustalamy dopuszczalne prawdopodobienstwo « odrzucenia prawdziwej hipotezy (btedu
pierwszego rodzaju, zwanego tez poziomem zgodnosci testu);
e minimalizujgc wazong sume¢ kwadratow reszt
N(y —f(x:;60 ’
R(o)-3 L8]

i=1 O;

1

wzgledem parametréw @, wyznaczamy oceny 6, tych parametroéw zalezno$ci matematycznej,
ktoére nie sg czg$cig testowanej hipotezy;

e ustalamy liczb¢ v = N — m stopni swobody, gdzie m jest liczbg parametrow w zaleznosci
matematycznej, ktorych warto$ci zostaty wyznaczone w poprzednim kroku;

o korzystajac z DODATKU A, wyznaczamy warto$¢ krytyczna g, («,v) dla zadanego

prawdopodobienstwa a1 liczby v stopni swobody;
« wykorzystujac wczesniej wyznaczone oceny 6, parametrow, obliczamy warto$é y.
minimalnej, wazonej sumy kwadratéw reszt:

b ER(é)zi(yi —f(le.;é)) ;

O.

i=l1 i

o poréwnujemy uzyskang warto$¢ y; z wartoscia ;(,fr(a,v) —jesli spetniony jest warunek:
To>xn (a, V), to odrzucamy testowang hipotez¢ jako niezgodng z obserwacjami.

W przeciwnym przypadku nie uwazamy, ze udowodnilismy stuszno$¢ hipotezy, lecz jedynie

8
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godzimy si¢ z nig, jako niesprzeczng z obserwowanymi danymi.

UWAGA 1. Stosujac metode najmniejszych kwadratow wykorzystujaca odchylenie standardowe o,
jak i wykonujac Pearsona test 2, na ogot nie znamy jej wartosci i dlatego w praktyce w ich miejsce
stosujemy oszacowania u;, czyli niepewnosci standardowe wynikéw pomiaru. Wprowadza to
dodatkowg nieoptymalnos$¢ otrzymanych ocen parametrow i1 ocen ich niepewnosci, a w odniesieniu
do testu ostabia kategoryczno$¢ jego konkluzji.

UWAGA 2. Mozna by sadzi¢, ze im mniejsza warto$¢ y, otrzymamy, tym bardziej wiarogodng jest
testowana hipoteza, jako ze dopasowywana zalezno$¢ wydaja si¢ dobrze odtwarza¢ dane
do$wiadczalne. Nie jest to jednak prawda, bo mata warto$¢ y, podpowiada nam, Ze dane nie
fluktuujg wokot wyznaczanej zaleznosci — w skrajnym przypadku, gdy dopasowana zalezno$¢
przechodzi doktadnie przez punkty pomiarowe, wielko$¢ y; przyjmuje warto$¢ zero. Mata warto$é
sumy kwadratow reszt w minimum jest malo prawdopodobna, a wigc winna wzbudzi¢ nasza
czujno$é. Typowo, warto$é y, powinna by¢ zblizona do liczby v stopni swobody, gdyz kazdy

z niezaleznych sktadnikéw sumy definiujacej wielko$¢ y; ma warto$¢ oczekiwang réwna jednosci,
a wigc warto$¢ y, / v powinna by¢ zblizona do jednosci. OczywiScie, przy wyborze warto$ci
krytycznej dopuszczamy duza, znacznie wigkszg od jedno$¢ wartos¢ y,. (a, V) / v, jako ze chcemy
zminimalizowaé ryzyko odrzucenia hipotezy prawdziwej. Ale, jesli chcemy si¢ ustrzec przed
sytuacja, w ktorej wyznaczana krzywa zbyt dobrze podaza za punktami, powinni§my

z podejrzliwoscig odnosi¢ sie takze do wartosci g, (a,v)/v <<1. Przyczyn takiej relacji moze by¢
kilka. W modelowym podejs$ciu formuta na sume kwadratéw reszt uzywa odchylen

standardowych o; wielko$ci mierzonych y; — w praktyce wykorzystujemy niepewnosci

standardowe u; i przyczyng matej wartoéci y, moga byé przeszacowane warto$ci niepewnosci.
Mozliwe jest takze, ze zmierzone wartosci y; nie sg niezalezne, a to oznacza, ze formuta
wyznaczajaca wielkos¢ R (@) nie jest poprawnie skonstruowana, co moze prowadzi¢ do zanizenia

wartosci g, . W koncu powinni$my takze zawsze rozwazyé mozliwo$¢ zmanipulowania danych.

Zadanie 7 (do domu — dla treningu)

W Tabeli 7 podane sq diugosci L (w tzw. jednostkach astronomicznych) potowy wielkiej osi
orbit kolejnych cial niebieskich w ich ruchu wokot Stonca (E. Rybka, Astronomia ogolna, PWN,
Warszawa 1983, s. 154). ,,Odkryj” regule Titusa — Bodego: L = an + b, gdzie n = 0,1,2,4,8,16,....,
robigc wykres zaleznosci L od n. Wykonujgc dopasowanie parametrow a oraz b metodg
najmniejszych kwadratow, pokaz, Ze ich wartosci w przyblizeniu wynoszq: a = 0,3 oraz b = 0,4.

Tabela 7. Odlegtosci, w jednostkach astronomicznych, ciat niebieskich od Stonca

Merkury | Wenus | Ziemia | Mars | Ceres | Jupiter | Saturn | Uran | Neptun | Pluton
0,39 0,72 1 1,52 | 2,77 5,20 9,54 19,2 30,1 39,5

Zadanie 8 (do domu — dla treningu)

Pokaz, ze przy dopasowaniu zaleznosci proporcjonalnej n = Ax, gdy uzyskane w punktach
x;wartosci y;, i = 1,2, ..., N, okreslone odchyleniami standardowymi o;, wzory pozwalajgce ocenic
nieznany wspotczynnik A i odchylenie standardowe oy tej oceny, majq postac:

N
~ Xy, 1
2 i 2 _
A—O‘AZ > Oy =5 -

e >
2

i-1 O;

Zadanie 9 (do domu — dla treningu)
Pokaz, ze podane we wczesniejszych zadaniach wzory na oceny i ich wariancje nieznanych
wspotczynnikow a oraz b zaleznosci n = ax + b mozna przedstawic¢ w rownowaznej postaci
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L1 <1 1 1
a:X(SS -5.5,), bzX(S S, -5.8,), 02:XS, a,f:ZS

xx 2

gdzie:

n 2

- 1 - X _\N _N XN N _ 2
S IZ:l:O_iz’ Sx ;O_iz’ Sxx ,Z=1: iz’ Sx,v ; iz’ S,v ;O_iz’ A SSxx va
jesli wyniki y; pomiarow wielkosci n charakteryzujq sie odchyleniami standardowymi o;.
Jesli odchylenia te sq takie same w kazdy punkcie pomiarowym, wnoszq o, ale sq nieznane,
to wyrazenia na oceny parametrow pozostajg bez zmiany, przy czym

S=N, szzn:x[, Sxxzixf, Sxyzixiy,., Sy:iyi, A:NSH—Sf,
i=1 i=1 i=1

i=1
a wyrazenia na kwadraty niepewnosci ocen parametrow a oraz b przyjmujg postac:
2 2

2 S 2 S
s;=—N, s, =—8_,
A A

gdzie wielkos¢ s to wyznaczona z rozrzutu ocena odchylenie standardowe o kazdego z wynikow y;:

s’ :ﬁ: (yi—dx[—bA)z.

PEARSONA TEST 7* ZGODNOSCI Z MODELOWYM ROZKLADEM
(ten materiat jest nadobowigzkowy i jego realizacja pozostawiona jest decyzji asystenta)

W Cwiczeniu 3 dowiedzieli$my sie, jak nalezy porownywaé graficznie (jakosciowo) rozktad
modelowy z rozktadem do$wiadczalnym. Teraz poszerzymy t¢ wiedz¢ o przyklad metody (testu)
ilosciowego sprawdzania zgodnosci obu rozktadow. Wykorzystamy, najczgsciej stosowany,
Pearsona test ;(2 zgodnosci modelowego rozktad. W rozwazaniach naszych odwotujemy si¢ do
tych samych danych, ktore wykorzystaliSmy przy poréwnaniu graficznym, tzn. pordwnamy
modelowy rozktad Gaussa z rozktadem zebranych danych doswiadczalnych.

Zadanie 10 (na éwiczeniach)

Przyjmujqc, ze wyniki T; pomiaru okresu drgan wahadta podlegajq rozktadowi Gaussa
z wartosciq oczekiwang u = 3,4408 s i dyspersja o= 0,0456 s, przeprowad? test y* Pearsona
zgodnosci tego modelu z danymi doswiadczalnymi. Skorzystaj z arkusza kalkulacyjnego
i odwzorowanej tam Tabeli 8 oraz DODATKU B, gdzie podane sq wartosci catek rozktadu Gaussa.

Tabela 8. Test zgodnosci > Pearsona

krawedz dolna 7 [s] —0 3,35 3,40 3,45 3,50 -
krawedz gorna Ty + A [s] 3,35 3,40 3,45 3,50 | suma
obserwowana liczba n; danych 5 43 91 63 14] 216
zmienna standaryzowana z; = (T — @)/ o —o| —1,9912| -0,8947| 0,2018 -
dystrybuanta F(zx) rozkladu Gaussa 0,0233| 0,1855| 0,5799 —
Zk+1= (Tr+1— W o -0,8947| 0,2018] 1,2982 -
F(zi+1) 0,1855| 0,5799| 0,9029 —
pr=Par<z<zp+1)= Flzk+1) — F(z) 0,1622| 0,3945| 0,3230
oczekiwana liczba N , = Np, danych 35,04 85,21 69,76
(nk —f)kN)z/(fakN) 1,807 0,394| 0,655

Przypominamy sposéb postepowania przy wykonywaniu testu y” Pearsona zgodnosci

modelowego rozktadu prawdopodobienstwa f{x;8), okre§lonego zestawem nieznanych parametrow
0= (6, 0, ..., 6,) nie bedacych czescig hipotezy, z rozktadem do§wiadczalnym:

10



Cwiczenie 4 - WYZNACZANIE MOMENTU BEZWLADNOSCI Instrukcja dla studenta

ustalamy dopuszczane prawdopodobienstwo « odrzucenia prawdziwej hipotezy (btedu
pierwszego rodzaju, zwanego tez poziomem zgodnosci testu);

dzielimy caly teoretyczny zakres wartosci zmiennej losowej na n przedziatow [xi, xx + Agl,
k=1,2,..., n, (nickoniecznie tej samej dtugosci) tak, aby liczba N; oczekiwanych wynikow

w kazdym z przedzialow byla nie mniejsza niz 5 — w praktyce zadowalamy si¢ zaobserwowang
liczba n; danych w przedziale nie mniejszg niz 5;

konstruujemy wazong sume kwadratow reszt

R (0) _ i (”k - Np, (0))2

k=1 Np, ('9)

3

gdzie

X +A,
P (0)= j f(x:0)dx

to prawdopodobienstwo znalezienia wyniku x pomiaru w przedziale [xi, x; + Ax], a N jest

catkowitg liczbg danych;

minimalizujemy t¢ sum¢ wzglgdem nieznanych parametrow 6, wyznaczajac w ten sposob
poszukiwane oceny 63, tych parametréw rozktadu, ktore nie sg czescig testowanej hipotezy;
obliczamy liczbg¢ stopni swobody v=n — 1— m, gdzie n jest liczbg przedziatow, zas m liczba
parametroéw, ktorych warto$ci zostaly wyznaczone zgodnie z zarysowana wyzej procedura;
korzystajac z DODATKU A, wyznaczamy warto$¢ krytyczna g («,v) odpowiadajaca
zadanemu prawdopodobienstwu « 1 liczbie v stopni swobody;

na podstawie modelu i wyznaczonych badz zadanych warto$ci parametréw obliczamy oceng

A

Dy =Ds (é) prawdopodobienstwa py znalezienia warto$ci zmiennej losowej w przedziale

o numerze k;
obliczamy oceng¢ oczekiwanej liczby N . = Np, danych w przedziale o numerze £;
obliczamy warto$§¢ wazonej sumy kwadratow w minimum;
A \2
zi-m(6)- 3R
k=1 Py
poréwnujemy uzyskana warto$¢ y; z wartoscia y;. (a,v) — jesli spelniony jest warunek
Zo> 1h (a, V) , to odrzucamy testowang hipotez¢ jako niezgodna z obserwacjami.

W przeciwnym przypadku nie uwazamy, ze udowodnili$my, iz dane istotnie pochodza

z rozwazanego rozktadu modelowego, a jedynie, ze nie mamy podstaw do odrzucenia takiego
stwierdzenia jako sprzecznego z danymi doswiadczalnymi. Oczywiscie, tu takze ma
zastosowanie UWAGA 2 umieszczona w czesci odnoszacej si¢ do testu y* zgodnosci

dopasowania o malej warto$ci y; .

Zadanie 11 (do domu — dla treningu)

Zgromadzono dane (B. G. Mason, D. M. Pyle, W. B. Dade, and T. Jupp, Seasonality of

volcanic eruptions, J. Geophys. Res., 109, (2004), B04206) dotyczgce czasu wystgpienia kazdej

z 3380 erupcji wulkanu, jakie pojawity sie¢ w latach 1700 — 1999. Wydarzenia te, zgodnie z datami
ich wystgpienia, roztozono miedzy 12 ,,miesiecy” roku, przy czym stowo ,,miesigc” oznacza tu
doktadnie dwunastg czes¢ roku. Liczby erupcji w kazdym miesigcu przedstawia Tabela 9.
Przyjmujgc wartosé bledu pierwszego rodzaju a = 1%, zweryfikuj hipoteze o tym, ze wulkany
wybuchajgc, nie preferujg Zadnego z miesiecy.

Tabela 9. Liczba erupcji wulkanow w miesigcu

miesigc I I || 1v | v | VI |vll|vlll| IX | X | XI | XII
liczba k erupcji |325 328 [295 297 [261 |264 [253 |250 |288 [242 [302 275

11
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RAPORT KONCOWY

Wyniki pomiarow, w postaci pliku tekstowego, pliku do programu Excel pakietu MS Office
lub pliku do programu Calc pakietu Libre/Open Office prosze przesta¢ e-mailem prowadzqcemu
zajecia niezwlocznie po zlozeniu raportu. Raport bedzie czekal na sprawdzenie, az to uczynisz.

Pisanie raportu rozpocznij od ponownego przeczytania w instrukcji do Cwiczenia 1 uwag o tym,
Jjak nalezy sporzqdzac raport.

1. Wyznacz, wraz z niepewnoscia, ocen¢ wspolczynnika £, jaka wynika z pomiarow
geometrycznych (wzér w Zadaniu 1, punkt b)).

2. Przedyskutuj doktadno$¢ pomiardw drogi L i czasu ¢ w pomiarach na réwni. W szczegdlnos$ci
poréwnaj udzial doktadnosci odczytu 1 rozrzutu statystycznego w pelnej niepewnos$ci pomiaru
czasu. Zwr6¢ uwagg na realistyczny dobor niepewnos$ci pomiaru drogi.

3. Wykonaj wykres zalezno$ci drogi L(¢) oraz wielko$ci 7(f) = L(t)/t dla kazdego z katow
nachylenia rowni. Co sugerujg Ci te wykresy? Jaki charakter ruchu i jaka posta¢ zaleznosci
matematycznej drogi od czasu wynika z przyjetego modelu teoretycznego?

4. Aby zastosowa¢ metode najmniejszych kwadratéw w celu wyznaczenia nieznanych parametrow
wybranego modelu teoretycznego, ustal, ktorg ze zmiennych nalezy wybraé jako zmienng
niezalezng (odwotaj si¢ do wynikéw uzyskanych w punktach 2.1 3.).

5. Zdecyduj, ktéra wersje metody najmniejszych kwadratow wykorzystasz, aby oceni¢ te nieznane
parametry — podaj posta¢ minimalizowanej funkcji i zadbaj, aby wszystkie wystepujace
w niej wielkosci byly precyzyjnie zdefiniowane.

6. Stosujac wybrang metode wyznacz, dla kazdego z katow nachylenia rowni, oceny nieznanych
parametréw i niepewnosci tych ocen, a takze zweryfikuj, metoda testu y? Pearsona, zgodno$ci
wybranego modelu ruchu z danymi.

7. Dla jednego z katéw nachylenia réwni narysuj, jako funkcje wielko$ci x;, wykres reszt
&=y —ax, — b, czyli r6znic warto$ci zmierzonych i wartosci obliczonych z dopasowania.

8. Wyznacz oceng wartosci przyspieszenia w badanym ruchu wraz z jej niepewnoscia dla obu
katow nachylenia rowni. Dla kazdej z warto$ci przyspieszenia podaj odpowiadajaca jej ocene
parametru £ 1 niepewnos¢ tej oceny.

9. Rozwaz mozliwo$¢ uzyskania najlepszej oceny parametru £ z niniejszego doswiadczenia droga
usredniania warto$ci z pomiaréw na réwni, a nastgpnie usrednienia z wartoscig z pomiarow
geometrycznych lub tez drogg usrednienia warto$ci z pomiaréw geometrycznych z jedna
z warto$ci z pomiarOw na rOwni, a nastepnie usrednienia wyniku z drugg wartoscig z pomiarow
na rowni.

10. Jesli ktorys ze sposobow usredniania jest nieuzasadniony, wskaz przyczyne (lub przyczyny)

1 dla kazdej z nich oszacuj (co do rzedu wielkos$ci) jej wktad w obserwowang rozbiezno$¢.

Raport koncowy powinien zawiera¢ wszystkie surowe wyniki pomiaréw, aby mozna byto,
bez odwotywani si¢ do zapiskow sporzadzonych w trakcie wykonywani doswiadczenia, powtdrzy¢
wszystkie obliczenia i sprawdzi¢ ich poprawnos¢.

Raport nalezy odda¢, wraz z ostemplowanym arkuszem otrzymanym przy przystepowaniu
do czesci pomiarowej, w Sekretariacie Pracowni na nastepnych zajeciach, po zakonczeniu ¢wiczen
rachunkowych do niniejszego doswiadczenia. W raporcie mozesz wykorzysta¢ jedynie wtasne
dane.

Raport nie moze uzyskaé pozytywnej oceny koncowej, jesli cho¢ jedna z wartosci liczbowych
jest bledna z powodu bledéow rachunkowych badz wyboru blednej metody analizy!

12
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DODATEK A - WARTOSCI KRYTYCZNE ROZKEADU 12

Tabela ponizej podaje warto$ci krytyczne z;. (,v) zmiennej y” dla niektorych wartoci

ryzyka a bledu pierwszego rodzaju oraz liczb v stopni swobody.

Prawdopodobienstwo Wartosci krytyczne ;(,f,,(a,v) dla podanych liczb v stopni swobody

pierwsaze})glg(ilcl)dzaju v=1l|v=2|v=3|v=4|v=5|v=6|v=T|v=8|v=9|v=10

0,001 10,83 | 13,82 16,27| 18,47| 20,51 | 22,46| 24,32| 26,12| 27,88| 29,59

0,003 9,00 11,83| 14,16| 16,25| 18,21 | 20,06| 21,85| 23,57 | 25,26| 26,90

0,005 7,88 10,60| 12,84 | 14,86| 16,75| 18,55| 20,28 | 21,95| 23,59| 25,19

0,010 6,63 9,21| 11,35| 13,28] 15,08| 16,81 | 18,47 | 20,09| 21,67 | 23,21

0,050 3,84 599| 7,82| 949]| 11,07] 12,59 14,07 | 15,51| 16,92 18,31

0,100 2,71 4,61 625 7,78 9,24| 10,64| 12,02| 13,36| 14,68| 15,99
Prawdopodobienstwo Wartosci krytyczne g, («,v) dla podanych liczb v stopni swobody

piemgz;);g(igdzaju v=1l1{v=12\v=13|v=14|v=15|v=16|v=17|v=18|v=19| v=20

0,001 31,26 | 32,91 | 34,53| 36,12| 37,70| 39,25| 40,79 | 42,31 | 43,82| 45,31

0,003 28,51] 30,10| 31,66 33,20| 34,71 | 36,22| 37,70| 39,17| 40,63| 42,08

0,005 26,76 | 28,30| 29,82 | 31,32| 32,80| 34,27| 35,72| 37,16| 38,58| 40,00

0,010 24,73 | 26,22| 27,69 | 29,14| 30,58 | 32,00| 33,41 | 34,81| 36,19| 37,57

0,050 19,68 | 21,03 | 22,36 23,68 | 25,00 26,30| 27,59| 28,87| 30,14| 31,41

0,100 17,28 | 18,55| 19,81 | 21,06 22,31 | 23,54| 24,77| 25,99| 27,20| 28,41
Prawdopodobienstwo Wartosci krytyczne ;(,fr (a,v) dla podanych liczb v stopni swobody

pierwglzebgg(?;dzaju v=21|v=22|v=23|v=24|v=25|v=26|v=27|v=28|v=29| v=30

0,001 46,80 | 48,27 | 49,73 | 51,18 52,62 | 54,05| 55,48| 56,89| 58,30| 59,70

0,003 43,52 | 44,94 | 46,36| 47,76| 49,16| 50,55| 51,93| 53,31| 54,68| 56,04

0,005 41,40| 42,80 | 44,18 | 45,56| 46,93 | 48,29| 49,65| 50,99 | 52,34| 53,67

0,010 38,93 | 40,29| 41,64 | 42,98 | 44,31 | 45,64| 46,96| 48,28| 49,59| 50,89

0,050 32,67 33,92| 35,17| 36,42| 37,65| 38,89| 40,11 | 41,34| 42,56| 43,77

0,100 29,62 | 30,81 | 32,01 | 33,20| 34,38 | 35,56| 36,74| 37,92| 39,09| 40,26

Uwaga: jesli dysponujemy oprogramowaniem, ktory umozliwia wyznaczanie catek rozktadow
prawdopodobienstwa, lepiej jest, w miejsce wartoSci krytycznej, podawac tzw. wartosé p testu, czyli
prawdopodobieristwo p, Ze zmienna u = y* przyjmie warto$¢ wiekszq niz wartosé Ze uzyskana

z danych:

pi=Pluzz;) ff

gdzie

to rozklad zmiennej y° o v stopniach swobody. Podejscie to nie zwalnia Cie z obowigzku podjecia
decyzji co do zgodnosci wybranego modelu z danymi, a dostarcza wigkszej ilosci informacji
czytelnikowi, umozliwiajqgc mu, niekiedy, wyrazenie wlasnej opinii (jak rowniez pozwala mu
zorientowac sie w jakosci i rygoryzmie Twych decyzji).

Symbol I powyzej oznacza funkcje gamma Eulera T'(z), zdefiniowanq za pomocg catki

I'(z)= J.xz’le’xdx )

0
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Wykres prawdopodobienstwa p jako funkcji obserwowanej wartosci g, dla niektérych wartosci

liczby v stopni swobody
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DODATEK B — CALKI ROZKEADU NORMALNEGO (GAUSSA).

Tabela ponizej podaje wartos$¢ catki standardowego rozktadu normalnego

z 2
F(z) :=P(—w<x£z)=%+ﬁjexp(—%}dx, z>0.
0

Z uwagi na symetri¢ rozktadu, warto$¢ catki dla ujemnych warto$ci argumentu mozna wyznaczy¢
ze zwigzku F(—z) = 1 — F(2).

Tabela 5. Wartosci catek rozktadu Gaussa
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,001 0.5000 | 0.5040] 0,5080] 0,5120] 0,5160| 0,5199 | 0,5239 [ 0,5279 | 0,5319{ 0.5359
0,101 0.5398 | 0.5438 1 0.5478 [ 0.5517 1 0.55571 0.5596 | 0.5636 | 0.5675] 0.5714 [ 0.5753
0,201 0.5793 1 0.58321 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 ] 0.5987 | 0,6026 [ 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0,301 0.61791 0.62171 0,6255] 0,6293 | 0.6331 | 0,6368 | 0,6406 [ 0,6443 | 0.6480 | 0.6517
0,401 0.6554 | 0,6591 | 0.6628 [ 0.6664 | 0,6700] 0.6736 | 0.6772 | 0,6808 | 0.6844 | 0.6879
0,50] 0.69151 0,6950] 0.6985] 0.7019 | 0.,7054 | 0.7088 | 0,7123 [ 0.7157 | 0.7190 { 0.7224
0,601 0.72571 0.7291 ] 0.7324 | 0.73571 0.,7389] 0.7422 | 0.7454 | 0,7486 ] 0.7517 | 0.7549
0,701 0.75801 0.7611] 0.7642 | 0,7673 | 0.7704 1 0.7734 | 0,7764 | 0.7794 1 0.7823 | 0,7852
0,801 0.7881 1 0.7910] 0.7939 [ 0.7967 | 0.7995] 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 ] 0.8106 [ 0.8133
0.90] 0.81591 0.81861 0.8212] 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0,8315 [ 0.8340 | 0.8365 [ 0.8389
1,001 0.8413 ] 0.8438 | 0.8461 [ 0,8485 ] 0.8508 | 0.8531 [ 0.8554 | 0,8577 ] 0.8599 [ 0,8621
1,10] 0.8643 ] 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 [ 0.8770 [ 0.8790 | 0.8810 { 0.8830
1,20 0.8849 ] 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925] 0.8944 [ 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 [ 0.9015
1,301 0.9032 1 0.9049 | 0.9066 [ 0.9082 | 0.9099 ] 09115 0.9131 ] 0.9147] 09162 | 0.9177
1,401 0.91921 0.9207 ] 0.9222 [ 0.9236 | 0.9251 ] 0.9265 | 0.9279 ] 0.9292 ] 0.9306 | 0.9319
1.501 0.93321 0.93451 0.93571 0.9370 ] 0.9382] 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 [ 0.9441
1,60] 0.9452 1 0.9463 | 0.9474 1 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 [ 0.9515 [ 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1,701 0.9554 1 0.9564 | 0.9573 1 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 [ 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1,801 0.9641 ] 0.9649 | 0.9656 [ 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1,901 0.97131 0.97191 0.9726 | 0.9732 1 0.9738 1 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 ] 0.9761 | 0.9767
2.00] 0,97721 0.9778 1 0,9783 | 0,9788 [ 0,9793 [ 0.9798 [ 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 ] 0,9817
2.101 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 [ 0.9834 [ 0.9838 [ 0.9842 [ 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.20]1 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 [ 0.9875 [ 0.9878 [ 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.301 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 [ 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 [ 0.9916
2.401 0.9918 10,9920 | 0,9922 [ 0.99251 0,9927 | 0.9929 | 0,9931 | 0.9932 | 0.9934 [ 0.9936
2.501 0.9938 1 0.9940 | 0.9941 [ 0.9943 ] 0.9945] 0,9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 [ 0.9952
2,601 0.9953 10,9955 0,9956 | 0.9957 1 0.9959 | 0,9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 [ 0.9964
2.70] 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0,9968 [ 0.9969 [ 0.9970{ 0.9971 | 0.9972 1 0.9973 | 0.9974
2.80] 0.9974 1 0.99751 0.9976 | 0.9977  0.9977 | 0.9978 [ 0.9979 { 0.9979 [ 0.9980 | 0.9981
2.901 0.,9981 | 0,9982 | 0.9982 [ 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 [ 0.9986
3.00] 0.9987 1 0,.9987 1 0.9987 ] 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 [ 0,9989 [ 0.9989 [ 0.9990 [ 0.9990
3.101 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 [ 0.9991 | 0.9992 ] 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 ] 0.9993 [ 0.9993
3.20] 0.9993 | 0.9993 | 0,9994 | 0.9994 | 0,9994 | 0,9994 [ 0,9994 | 0,9995 [ 0.9995 | 0.9995
3.30] 0.9995 ] 0.99951 0.9995] 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0,9996 [ 0.9996 [ 0.9996 [ 0.9997
3.40] 0.99971 0.99971 0.9997 ] 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 [ 0.9997 [ 0.9997 [ 0.9998
3.50] 0.9998 | 0.9998 1 0.9998 | 0,9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 [ 0.9998 | 0.9998 [ 0.9998
3.60] 0.9998 | 0,9998 |1 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0,9999 [ 0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999
3.701 0.9999 1 0.9999 1 0,9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999 [ 0.9999
3.801 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3901 1.0000| 1.0000] 1.0000] 1.0000| 1.0000| 1.0000 | 1.0000 { 1.0000 { 1.0000 { 1.0000

Aby odczyta¢ warto$¢ catki dla np. z = 1,23 wybierz wiersz odpowiadajacy liczbie 1,20
1 kolumng¢ odpowiadajaca wartosci 0,03, a na ich przecigciu znajdziesz warto$¢ F(z) = 0,8907.
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