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Cwiczenie nr XXX

MODUL YOUNGA STALI NARZEDZIOWEJ

Instrukcja dla studenta

WSTEP

Ciato poddane dziataniu sity ulega deformacji, ktéra oznacza zmiany jego rozmiarow
zaréwno w kierunku dziatania sity, jak i w kierunku do niej prostopadtym. Jesli deformacja jest
odwracalna i1 proporcjonalna do przylozonej sily, to relacje¢ miedzy tymi wielko§ciami nazywana
jest prawem Hooke’a. Dla cial jednorodnych i izotropowych deformacj¢ t¢ mozna opisaé za
pomoca jedynie dwoch wspotczynnikéw proporcjonalnosci: modutu Younga E o wymiarze
ci$nienia i bezwymiarowego wspolczynnika v, zwanego wspolczynnikiem Poissona. Nalezy
pamigtac, ze nie wszystkie ciata o statej konsystencji stosujg si¢ do prawa Hooke’a. Dobrym
przyktadem takiego ciata, znanym z codziennej praktyki, jest glina.

Prawo Hooke’a, w swej najprostszej postaci, orzeka, ze zmiana AL dtugosci w kierunku
dzialania sily F jest proporcjonalna do dziatajacej na ciato sity:

AL=—"2,
E S
gdzie L jest dtugos$cig niezdeformowanego ciata, natomiast S to pole przekroju poprzecznego, na
ktoére dziala sita. Przy zmianie dtugos$ci ciala nastepuje jednocze$nie zmiana AD jego wymiarow
poprzecznych wzgledem kierunku dziatania sity, przy czym wg prawa Hooke’a mamy:

vED_
E S

gdzie D jest pierwotng szerokoscig ciala. Oczywiscie prawo Hooke’a, jesli w ogole obowiazuje, to
obowigzuje jedynie w ograniczonym zakresie wartosci sity, réznym dla réznych cial, a poza tym
zakresem prowadzi do trwalej deformacji lub nawet zniszczenia.

Rozwazmy zorientowany poziomo pret zamocowany sztywno jednym koncem do $ciany.
Na drugi jego koniec dziata sita F prostopadta do jego osi. Sila ta powoduje wygiecie preta, jak
schematycznie ilustruje to Rysunek 1. Intuicja fizyczna podpowiada nam, ze warstwy preta lezace
powyzej jego warstwy srodkowej beda rozciagniete, podczas gdy warstwy ponizej bede Sciskane.
Jesli sita nie jest nadmierna i nie wychodzimy poza zakres stosowalno$ci prawa Hooke’a, w opisie
ugiecia f preta musi pojawic¢ si¢ modul Younga.

Wz

¢ warstwy $ciskane

warstwa neutralna )
warstwy rozciggane

Rysunek 1. Rola modutu Younga w zagadnieniu zginaniu preta
Doktadniejsze rozwazenie problemu ugi¢cia f preta wmurowanego poziomo w $ciang,
ktérego drugi koniec obcigzono masg m, prowadzi do nastepujacego wyrazenia [1]
Alg
= m,
4 Edn’
gdzie & jest grubo$cig preta, jak na Rysunku 1, natomiast d jego szerokosci, L dlugoscia
nieodksztatconego preta, natomiast g przyspieszeniem ziemskim.




Cwiczenie nr XXX — MODUL YOUNGA STALI NARZEDZIOWEJ 2

Celem ¢wiczenia jest sprawdzenie prawa Hooke’a, w tym wypadku proporcjonalnosci
mig¢dzy ugigciem a masg, potegowej zaleznosci wspotczynnika proporcjonalnosci od dtugosci preta
1 wyznaczenie oceny modutu Younga preta w postaci brzeszezotu pitki do metalu.

POMIARY
Masz do dyspozycji:
e dwa brzeszczoty pity do metalu;
e imadlo;
o komplet cigzarkow, ktore mozna zawiesza¢ na metalowym haczyku;
e S$rub¢ mikrometryczng o najmniejszej podziatce 0,01 mm;
e wage laboratoryjng o najmniejszej podziatce 0,01 g,
e tasme miernicza o najmniejszej podziatce 1 mm.

Wykonanie pomiarow

a) Zamocuj poziomo w imadle oba brzeszczoty.

b) Zwaz pierwszy ci¢zarek, zawie$ go na dolnym brzeszczocie i zmierz miarkg odleglo$¢ migdzy
koncem tego brzeszczotu a brzeszczotem goérnym.

c) Powtdrz pomiary, zawieszajac na haczyku kolejne dodatkowe cigzarki, kazdorazowo wazac
catkowitga mas¢ uktadu ciezarkdéw; doktadaj cigzarki z umiarem, aby nie doprowadzi¢ do trwatej
deformacji brzeszczotu — sprawdzaj, za kazdym razem, czy brzeszczot powraca pozycji
poczatkowe;.

d) Zmien dhugos¢ brzeszczotéw w imadle i powtorz pomiary z punktéw b) i c).

e) Wykonaj analogiczne pomiary dla kilku dlugos$ci brzeszczotu.

Podczas wykonywania pomiaréw pami¢taj o szczegoétowej dokumentacji, tj. o notowaniu
wszystkich informacji mogacych mie¢ znaczenie podczas analizowania uzyskanych wynikow.

RAPPORT KONCOWY

Przygotuj raport koncowy zgodnie z ogdlnymi zasadami. W szczeg6lnos$ci, raport powinien
zawierac:

1) w kilkuzdaniowym streszczeniu: bardzo zwartg prezentacje zagadnienia bedacego przedmiotem
do$wiadczenia i1 najwazniejszych jego wynikéw, to znaczy: wnioski odnosnie do stusznosci
prawa Hooke’a, sze$ciennej zalezno$ci wspodtczynnika sprezystosci od dlugosci brzeszczotu
1 ocen¢ modutu Younga wraz z jej niepewnoscia;

2) we wstepie: sformutowanie zadania wraz z kluczowymi elementami teoretycznymi;

3) w czeSci odnoszacej si¢ do pracy eksperymentalnej: informacje o uzywanych przyrzadach i ich
doktadnos$ciach, opis metod pomiaru i ich przebiegu oraz surowe wyniki pomiarow — zapisane
wraz z nieistotnymi zerami ukazujgcymi doktadnosc¢;

4) w czesci odnoszacej si¢ do analizy danych:

a) sprawdzenie stusznosci prawa Hooke’a;
b) sprawdzenie modelowej zalezno$ci wspotczynnika sprezystosci od dlugosci brzeszczotu:
¢) wyznaczenie oceny modutu Younga;

5) w dyskusji i wnioskach koncowych: konkluzje odnosnie do sprawdzenia stuszno$ci prawa
Hooke’a 1 relacji migdzy wspotczynnikiem sprezystosci a dtugoscig brzeszczotu i komentarz na
temat zgodno$ci uzyskanej oceny modutu Younga z danymi literaturowymi; tu mozna takze
przedstawi¢ wihasne refleksje na temat problemu;

6) w spisie literatury: poprawnie zredagowane, wykorzystane w raporcie zrodta.

Literatura
[1] Sz. Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna, czes¢ I, Mechanika i akustyka, PWN, Warszawa,
1972, s. 407.
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STRESZCZENIE

W pracy badano wtasno$¢ sprezystos¢ stali w formie brzeszczotu pitki do metalu. Brzeszczot
zamocowany jednym koncem w imadle poddano dziataniu sit przytozonych do drugiego konca. Pomiary
wykonano przy réznych dlugosciach brzeszczotu. Stwierdzono zgodno$¢ zaleznosci ugigcia od sity nie tylko
z prawem Hooke’a ale takze z cytowang w literaturze modelowg zalezno$cig wspotczynnika sprezystosci od
trzeciej potegi dtugosci brzeszczotu. Wyznaczono modul Younga E = (184 £ 11) GPa stali narzedziowe;.

WPROWADZENIE

Niech materiat, z ktorego wykonano pret spelnia prawo Hooke’a. Gdy jeden koniec takiego
preta o dlugosci L i przekroju prostokatnym o bokach d oraz / zostanie zamocowany, a do drugiego
przytozymy sit¢ F' réwnolegla do boku o dlugosci /4 1 prostopadta do osi preta, to koniec preta
odchyli si¢ od potozenia réwnowagi o

4L
I =g "
gdzie E jest modutem Younga materiatu preta [1]. Jesli pret ten zorientujemy poziomo, a na drugim
koncu zawiesimy ci¢zarek o masie m, to wyrazenie na ugigcie mozemy zapisac jako:

4
f=- dh% m, (1)

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Jak wida¢, zalezno$¢ migdzy masa m a ugi¢ciem f jest
proporcjonalna, a wspotczynnik proporcjonalnosci
B 4lg
Edh’
jest proporcjonalny do trzeciej potegi dtugosci L preta. Obie te wlasnosci zostaty sprawdzone
metoda niewielu prostych pomiarow i poniewaz uzyskano zgodno$¢ z danymi, oceniono takze
modul Younga materiatu preta.

2)

UKEAD DOSWIADCZALNY I POMIARY

Pomiary wykonano w uktadzie przedstawionym na Rysunku 1. Dwa brzeszczoty pily do
metalu ztozono razem i zamocowano w imadle, ktore pozwolito zorientowac ptaszczyzny obu
brzeszczotoOw poziomo, jedng nad drugg. Na dolnym brzeszczocie zawieszano na haczyku ciezarki,
uprzednio wazac kazdorazowo cato$¢ obcigzenia na wadze WLC 1 o najmniejszej dzialce odczytu
0,01 g. Ugigcie brzeszczotu mierzono od gérnego brzeszczotu, dzigki czemu uniknigto
ewentualnego wptywu na wynik pomiaru odksztatcenia brzeszczotu spowodowanego jego wlasnym
cigzarem, cho¢ akurat ten element nie jest tak istotny, gdyz jest fatwy do uwzglednienia w analizie.
Pomiar ugiecia f, dlugos¢ L brzeszczotu oraz jego szeroko$¢ d wykonano tasmg miernicza
o najmniejszej dziatce odezytu 1 mm, grubos$¢ 4 za§ zmierzono $rubg mikrometryczna
o najmniejszej dziatce odczytu 0,01 mm.

WYNIKI POMIAROW I ICH NIEPEWNOSCI

Wykorzystany w do§wiadczeniu brzeszczot miat szeroko$¢ d = 12,5 mm, przy czym
niepewnos$¢ tej oceny wynosita u; = 0,58 mm. Niepewno$¢ te, jak i niepewnos$ci wszystkich innych
wielko$ci mierzonych bezposrednio i jednokrotnie, wyznaczono z dopuszczalnego, maksymalnego
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Rysunek 1. Stanowisko pomiarowe (fot. P. Gortatewicz)

btgdu A pomiaru, ktory, z jednym wyjatkiem wskazanym nizej, przyjeto rownym najmniejszej
dzialce odczytu urzadzenia, a sama niepewno$¢ obliczono ze wzoru:

A
Uu=—

5
Przy pomiarach masy m uzyskiwano powtarzalno$¢ wskazan, dlatego uznano, ze efekty
statystyczne sg zaniedbywalne, a dopuszczalny, maksymalny btad pomiaru przyjeto rownym
najmniejszej dzialce, tj. 0,01 g, co dato niepewnos¢ standardowa u,, = 0,0058 g pomiaru masy.
Niepewnos¢ uy= 0,58 mm w pomiarze ugigcia wynikla ze najmniejszej dziatki miarki, czyli 1 mm.
Z uwagi na zaokraglone konce brzeszczotu przyjeto, ze dopuszczalny, maksymalny btad pomiaru
jego dtugosci L nie jest rtowny najmniejszej dziatce tasmy mierniczej, tj. 1 mm, lecz wynosi 2 mm,
co dato standardowa niepewno$¢ u; = 1,2 mm. Pomiar grubosci 4 brzeszczotu $rubg
mikrometryczng wykonano pieciokrotnie, otrzymujac wartosci: #; = 0,62 mm, 4, = 0,61 mm,
h3 = 0,62 mm, h4 = 0,63 mm oraz hs = 0,62 mm, co daje $rednig % = 0,62 mm i niepewnos¢
5 1 < —2 A 2
e pry Z(h ) + +-=(0,0066 mm)",

gdzie pierwszy sktadnik, z suma, to kwadrat statystycznej niepewnosci $redniej arytmetyczne;.
Sama niepewnos$¢ $redniej otrzymano rowng 0,0032 mm, a warto$¢ dopuszczalnego,
maksymalnego blad A, pomiaru przyje¢to réwng 0,01 mm, tj. rOwna najmniejszej dziatce §ruby
mikrometrycznej. Nalezy zaznaczy¢, ze mimo cytowanych tu zaokraglonych, zgodnie z konwencja,
warto$ci niepewnosci, w obliczeniach wykorzystywano petng doktadno$¢ stosownych wielkosci.

Glownym zadaniem cze$ci eksperymentalnej byta seria pomiarow odchylenia f'dla r6znych
obcigzen masg m dla sze$ciu dlugos$ci L brzeszczotu. Uzyskane wyniki przedstawia Tabela 1 a jej
zawarto$¢ Rysunek 2. Linie proste na rysunku wyjasnione sag w dalszej czgsci pracy.

ANALIZA DANYCH

Model (1) ze wspotczynnikiem sprezystosci £ w postaci (2), wskazujacy na
proporcjonalno$¢ migdzy ugieciem f'a masg m, zostal poszerzony i do opisu tej zaleznosci wybrano
posta¢ z wyrazem wolnym

f=Km+b. 3)
W ten sposob uzyskano dodatkowy stopien kontroli pomiardéw, jako Zze pomiary ugi¢cia
wykonywano wzgledem gornego, nieugietego brzeszczotu, a wigc ocena parametru b powinna by¢
zgodna z zerem.
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Tabela 1. Wyniki pomiardéw ugigcia brzeszczotu

Dhugos¢ L brzeszczotu [mm]

91 | 114 | 148 | 183 | 215 | 234
Warto$ci masy m 1 ugiecia f dla wskazanej dtugo$ci L brzeszczotu
masa |ugiecie| masa |ugigcie| masa |ugi¢cie| masa |ugiecie | masa | ugigcie | masa | ugigcie
m[g] |f[mm]| m[g] |f[mm]| m[g] |f[mm]| m[g] |f[mm]|m[g]|/[mm]|m[g]|/[mm]
113,11 7,0 41,45 5,0 22,06 4,0 22,06 | 10,0 [22,06| 15,5 [22,06| 20,0
158,69 | 9,0 61,07 7,0 31,98 8,0 27,07 | 12,5 |24,05]| 16,5 [24,05| 22,0
204,00 | 12,0 [ 80,59 9,0 41,67 | 11,0 | 32,00 | 14,0 |27,07| 18,5 [27,07| 25,0
253,92 | 14,0 |100,19| 11,5 | 51,62 | 13,0 | 37,00 | 16,5 [29,07| 20,5 [29,07| 26,0
304,04 | 17,5 (119,63 | 12,5 | 61,17 | 14,5 | 42,57 | 19,0 |31,99| 22,5 [32,00| 29,0
35321 | 19,0 [(14045| 14,0 | 71,12 | 18,0 | 47,00 | 21,0 |34,01 | 26,0 [34,00| 31,0
403,14 | 22,5 160,97 | 17,0 | 80,81 | 19,0 | 52,51 | 23,0 [41,93| 29,0 [39,02| 34,5
— — 17599 | 18,5 | 91,37 | 21,0 | 57,51 | 25,0 |46,00| 33,0 [41,93| 37,0
— — 206,78 | 21,5 100,25 | 22,5 | 63,38 | 27,0 [52,51| 36,0 [46,93| 43,0
50
40
£330
° 20 o .
gb 10 P o
0 |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

masa m [g]

Rysunek 2. Wyniki pomiar6w ugigcia brzeszczotu

Dla kazdej z dtugosci L brzeszczotu wyznaczono oceny parametrow K oraz b, minimalizujac
wazona sume¢ kwadratow reszt

R(K,b)=Y]

n

i=1 Up

iz(fi—Kml.—b)z,

(4)

w ktorej wszystkie niepewnosci u,sa identyczne, poniewaz wszystkie ugiecia mierzone byly ta
samg technika. Rezultat tego dopasowania przedstawia Tabela 2 i proste na Rysunku 2.

Tabela 2. Wyniki dopasowania zaleznosci f= Km + b

o ocena K ocena b | sumaR,;, | liczba niepewnos$¢ or
dhugos¢ . R ! X L
nachylenia odcietej | kwadratow | stopni Z przeniesienia
L [mm)] ,
K [mm/g] b [mm] odchylen | swobody [mm]
91 0,0530 £ 0,0022 | 0,88 £0,61 0,44 5 0,00013
114 10,0986 + 0,0037 | 0,98 +0,49 3,75 7 0,00057
148 10,2276 +£0,0076 | 0,59 £0,50 19,12 7 0,00131
185 0,416 £ 0,015 | 1,06 £0,64 1,87 7 0,00240
215 0,697 £ 0,020 | 0,27 +£0,70 18,79 7 0,00402
234 0,887 £ 0,024 | 0,54 +£0,82 6,26 7 0,00512

W Tabeli 2 dla kolejnych dlugos$ci L preta (pierwsza kolumna) podane sa w kolejnych

kolumnach: oceny K wspotczynnika nachylenia K i wyrazu wolnego b, minimalne, wazone sumy
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Ryin kwadratow reszt, liczby stopni swobody 1 niepewnosci Jr ugigceia obliczane jako &, = I%um , 4.

metodg przeniesienia (propagacji) niepewnosci.
Te ostatnie potrzebne sg do rozstrzygnigcia, czy aby nie powinno si¢ prowadzic¢
dopasowania zalezno$ci w postaci m = Ff + ¢ zamiast w postaci (3). W Tabeli 3 mozna zobaczy¢,

tj. przyczynek do niepewnosci ugiecia, wynikajacy z niepewnosci uy,

ze niepewno$¢ 6, = I%um
pomiaru masy, jest istotnie wigkszy od niepewno$¢ uy= 0,58 mm bezposredniego pomiaru ugiecia.
Tym samym mozna uzna¢, iz masa ci¢zarkow jest znana doktadnie, a wigc mozna jg wybra¢ jako
zmienng niezalezna, a przyjeta wersja (4) metody najmniejszych kwadratéw jest dostosowana do
analizy modelowej postaci zalezno$ci (3) migdzy ugigciem a masa.
Mozna tez uznaé, ze dla kazdej dlugos$ci brzeszczotu minimalna suma R,,;, kwadratow
wazonych reszt jest akceptowalna. Jesli potraktowac t¢ wielkos$¢ jako warto$¢ zmienne;j
o rozktadzie y* z podana w Tabeli 2 liczba stopni swobody, to nawet najwigksza z tych wartosci
jest mniejsza od wartos$ci krytycznej 21,85 odpowiadajacej prawdopodobienstwu 0,003 btedu
pierwszego rodzaju, jaki kojarzony jest z testem 3 o1 ktdry jestesmy gotowi przyjaé jako kryterium.
W koncu nalezy zauwazy¢, ze wszystkie oceny wspolczynnika b sa zgodne z zerem
w ramach mniej niz dwdch niepewnosci standardowych. Oznacza to, ze w zalezno$ci (3) mozna
porzuci¢ wyraz wolny 1 ponownie przeprowadzi¢ dopasowanie, tym razem zaleznoS$ci
proporcjonalnej f'= km, z jednym tylko parametrem, a wigc bardziej restrykcyjnej, pozostawiajace;j
mniej swobody na ukrycie btedéw pomiarowych, a wiec dostarczajacej silniejszego testu shusznosci
prawa Hooke’a. W tym celu zminimalizowano wazong sum¢ kwadratow reszt w postaci:

=1 2
R(k) =2 — (/i —km,)
i=1 Uy
a wynik tego dopasowania przedstawia Tabela 3.

Tabela 3. Wyniki dopasowania zaleznosci f = km

dhugo$¢ | ocena IQ nachylenia suma R, liczba stopni
L [mm] k [mm/g] kwadratow odchylen swobody
91| 0,05599 + 0,00080 5,02 6
114 0,1054 £ 0,0015 7,81 8
148 0,2359 +0,0029 20,50 8
185 0,4386 + 0,0043 4,56 8
215 0,7040 + 0,0054 18,94 8
234 0,9024 + 0,0057 6,68 8

Poniewaz zmiany ocen wspotczynnikéw nachylenia sg na poziomie kilku procent, wigc
1 niepewnosci Jr ugiecia indukowane niepewnosciami masy pozostajg istotnie mniejsze niz
niepewno$ci pomiarowe tegoz ugiecia, dlatego tez i tym razem mozna stwierdzié, post factum,
stosownos¢ wybranej wersji metody najmniejszych kwadratoéw. Warto$¢ sum R,,;, kwadratow
odchylen pozostaja akceptowalne — wartos¢ krytyczna odpowiadajaca prawdopodobienstwu 0,003
btedu pierwszego rodzaju wynosi 21,57 przy o$miu stopniach swobody. Zauwazmy jednak bardzo
Znaczace zmniejszenie niepewnosci ocen parametru k, co jest konsekwencja bardziej restrykcyjnego
modelu.

Zwiazek (2) wyznacza sze$cienng zalezno$¢ miedzy wspotczynnikiem proporcjonalnosci k
w prawie Hooke’a a dlugosciag L brzeszczotu. Aby zweryfikowac t¢ zalezno$¢, poddamy ja najpierw
prostemu przeksztalceniu. W analizie oceny wspolczynnika sprezystosci k wyrazane byty
w jednostkach mm/g, podzielmy wigc obustronnie zaleznos$¢ (2) przez te jednostke:

k _4Cg 1 L 4g
Imm/g Edh’ lmm/g 1mm’ Edh’
1 wprowadzmy wielko$ci bezwymiarowe:

1g-mm®
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3
= k , 232 L > ﬂ: 4g31g-1’nm2,
1 mm/g 1 mm Edh
co prowadzi do wyrazenia & = fA°, ktére po zlogarytmowaniu przyjmuje postaé:
Ink=3InA+Ing, (5)

a po wprowadzeniu wielkosci:

w=Ink, z=InAd, B=Inpg
zadaje zalezno$¢ liniowa

w=Az+ B, (6)

w ktorej 4 = 3. Stuszno$¢ modelowej zaleznos$¢ (2) sprawdzamy, weryfikujac linowy charakter
zaleznosci (6) 1 zgodnos¢ uzyskanej oceny parametru 4 z warto$cig 3. Weryfikacje te
przeprowadzamy w ramach metody najmniejszych kwadratow, minimalizujgc wzglgdem
parametréw A4 oraz B wazong sume¢ kwadratow reszt:

R(A,B):iiz(wi ~4z,-B), (7)

w ktorej wielkos$ci v; to niepewnosci wielkosci wy:

natomiast wielkosci u; to podane w Tabeli 3 niepewnos$ci ocen wspotczynnikdéw sprezystosci dla
kazdej z dlugosci brzeszczotu. Za chwile beda potrzebne takze niepewnosci v wielkosci z = InA,
zdefiniujmy je wigc tutaj dla kazdej dlugosci brzeszczotu:
uL
vV, =—.
s
Dopasowujac zalezno$¢ (6) do szeSciu punktow danych otrzymano ocene 2,957 + 0,013

wspotczynnika nachylenia 4, wspdtczynnik B uzyskat ocen¢ —16,241 + 0,067, a minimalna suma
kwadratow reszt wyniosta 13,34. Z tych danych wykorzystamy ocen¢ wspotczynnika 4 aby
sprawdzi¢ adekwatnosci wybranej wersji metody najmniejszych kwadratow. Tabela 4 przedstawia

niezbedne informacje.

Tabela 4. Wyniki dopasowania zaleznosci w = Az + B

dtugosé wielkos¢ wielkos¢ niepewnosé
L [mm] z=InAtv w=Inx+tv 5W=/]V

91|  4,511£0,013| 0,05599 +0,00080 0,038

114] 4,736 +0,010 0,1054 +0,0015 0,030

148 | 4,9972 +0,0078 0,2359 + 0,0029 0,023

185| 15,2204 + 0,0062 0,4386 + 0,0043 0,019

215| 5,3706 £ 0,0054 0,7040 + 0,0054 0,016

234| 5,4553 £0,0049 0,9024 + 0,0057 0,015

Aby dopasowanie zaleznosci (6) metoda najmniejszych kwadratoéw w postaci (7) miato sens,
niepewnos¢ wielkosci w musi by¢ istotnie mniejsza, niz niepewnos¢ o, = Av tej wielkos$ci
wynikajaca z niepewnosci V wielkosci z. W Tabeli 4 widzimy, Ze tak nie jest: niepewnos¢ J, jest
dla wszystkich dhugosci brzeszczotu wigksza od wyznaczonej bezposrednio niepewnosci v
wielkosci w, przy czym dla niektorych przypadkéw dysproporcja jest znaczna. Oznacza to, ze
relacje (5) nalezy przepisa¢ do postaci:

3
lnﬂ,:llnx+lln§, 5:i:Edh ! o
3 3 p 4g lg-mm

czyli dokona¢ odwrdcenia rol zmiennych w zaleznos$¢ (6) 1 zminimalizowa¢ wzgledem
wspotczynnikéw C oraz D nastgpujaca wazong sumg¢ kwadratow reszt:
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R(C,D):i%(zi—Cwi—D)z, (8)
i=1 i
w ktorej
c=L p=lms.
3 3

W rezultacie takiej procedury otrzymano nastgpujace wyniki:

€ =0,3379 + 0,0035, D=5,4912+0,0036,
przy czym minimalna, wazona suma kwadratow reszt wyniosta R, = 2,77. Jesli potraktowac te
warto$¢ jako warto$é zmiennej y* o 4 stopnia swobody, to dopasowanie jest bardzo dobre, gdyz
warto$¢ krytyczna nawet dla prawdopodobienstwa 0,1 btgdu pierwszego rodzaju wynosi 7,78 (tzw.
warto$¢é p test y2, oznaczajaca prawdopodobienstwo P(y> > Ryin), wynosi 0,60). Rysunek 3
przedstawia punkty danych i omawiang zaleznos¢.

5,6 1
54 -
52 -
50 -
4,8 -
4,6 -
4,4

N
J

wielko$¢ z = In(L/[1 mm]

-3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0

wielko$¢ w = In(k/[1 mm - g'])

Rysunek 3. Relacja miedzy wspotczynnikiem sprezystosci i dlugoscia brzeszczotu

Wykorzystanie warto$ci g = 981,23 cm/s”, uznanej za warto$¢ bezbledna, przyspieszenia
ziemskiego w Warszawie [2] pozwala, ze znajomosci oceny parametru D, wyznaczy¢ ocene

r_4g 5) =
E_Wexp(w)_(l%in) GPa

modutu Younga materiatu, z ktorego wykonano brzeszczot. W wyrazeniu tym przyspieszenie
ziemskie musi by¢ wyrazone w mm/s’, a wymiary brzeszczotu w milimetrach.

DYSKUSJA WYNIKOW I WNIOSKI

Pomiary ugiecia brzeszczotu prowadzono poczynajac od jego najwickszej dlugosci,
stopniowo skracajac ja w kazdym kroku. Po kazdym pomiarze ugigcia sprawdzano, czy po zdjeciu
obcigzenia brzeszczot wraca do pozycji poczatkowej i za kazdym razem potwierdzano takie
zachowanie. Oceny parametru b we wzorze (3) nie wykazuja zadnej systematycznej zmiany
wskazujacej na deformacje brzeszczotu, a warto§ci minimalnej, wazonej sumy kwadratow reszt
pozwalaja na skwitowanie tej czesci analizy stwierdzeniem o braku sprzecznosci prawa Hooke’a
z danymi uzyskanymi z pomiaréw ugig¢¢ brzeszczotu.

Niewysoka, minimalna warto$¢ wazonej sumy kwadratow w dopasowaniu zaleznosci
miedzy logarytmami dtugosci brzeszczotu 1 wspodtezynnika sprezystosci jednoznacznie wskazuje na
potegowa zalezno$¢ migdzy tym wspoiczynnikiem a dlugoscig, natomiast zgodnos$¢ oceny
parametru C z warto$cig 1/3 na poziomie ponizej pottorej niepewnosci standardowej, potwierdza
modelowa, szescienna zalezno$é k = cL*, ze stala wartoécia c. Wyznaczona w tym podejéciu ocena

E= (1 88+t1 1) GPa modutu Younga zgadza si¢, w ramach jednej do dwoch niepewnosci
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standardowych, ze znang warto$cia [3], wynoszaca od 200 GPa do 210 GPa dla stali po obrobce
termomechaniczne;j.

Jednoczesng weryfikacj¢ zaleznosci potggowej 1 wyktadnika tej potegi mozna
przeprowadzi¢ w nieco inny sposob, od strony statystycznej bardziej wtasciwy, bo bardziej
restrykcyjny i bezposrednio realizujacy wskazane zadanie. Otdz, przyjmujac wartos¢
wspotczynnika C = 1/3 mozemy, metoda najmniejszych kwadratow, wyznaczy¢ oceng parametru D
minimalizujac takg oto wazong sum¢ kwadratow:

n 2
R(D)= ZLZ(ZI. —%w,. - Dj ,
i=1 V;

co prowadzi do D=5,4848+0,0083, przy czym warto$¢ sumy R, W minimum otrzymuje si¢

réwng 5,61. Jest to ciggle akceptowalna warto$¢, cho¢ nieco wigksza od uzyskanej w dopasowaniu
z dwoma parametrami, co spowodowane jest faktem, ze dane preferujg warto$¢ parametru C trochg
wigksza niz testowana warto$¢ 1/3. Zauwazmy takze zwigkszenie niepewnosci oceny parametru D.
Wzrost ten nie odbija si¢ jednak na niepewnosci oceny modutu Younga, gdyz ta przyjmuje wartos¢

E=(184£11)GPa.

Jedynie zmiana oceny parametru D doprowadzita do nieznacznego obnizenia oceny modutu
Younga, w dalszym ciggu zgodnej z warto$ciami cytowanymi w zrodtach. Uzyskang ta droga oceng
modutu Younga traktujemy jako ostateczny wynik do§wiadczenia.

Warto zwrdci¢ uwagg na roznice migdzy rozmaitymi wielko$ciami uzyskanymi na drodze
minimalizacji sumy kwadratow reszt w postaci (7) oraz (8). Wyznaczona ocena wspotczynnika A4
r6zni si¢ od oczekiwanej o 3,4 niepewnosci standardowe. Wazona suma kwadratow reszt (7) jest
wieksza niz w podejsciu (8), cho¢ ciagle akceptowalna, bo zblizona, przy czterech stopniach
swobody, do wartosci krytycznej 13,28 odpowiadajacej prawdopodobienstwu 0,01 btedu
pierwszego rodzaju. Najwigksza roznica objawia si¢ w ocenie modutu Younga, ktory wyznaczony
z oceny wspolczynnika B ma warto$¢ (149 + 13) GPa i jest ewidentnie niezgodny z danymi
tablicowymi. Rozbieznos$¢ ta powinna nas definitywnie uczuli¢ na znaczenie poprawne;j
identyfikacji zmiennej zaleznej i niezaleznej w modelu.

Najwiecej trudnosci w eksperymencie sprawial pomiar ugiecia brzeszczotu. Wykonywany
byt ,,z reki” 1 wymagal wiele uwagi 1 cierpliwosci, aby jednocze$nie przyktadajac miarke do obu
brzeszczotow nie zaburzy¢ ich wzajemnej odlegtosci. Szczegolnie dobitnie widac to dla danych
uzyskanych przy dtugosci brzeszczotu L = 148 cm (w pomiarach przy L =215 cm jest faktycznie
jeden punkt, ktéry wiedzie do duzej sumy kwadratéw reszt). Mozna sadzi¢, ze wszelki nastepny
identyczny eksperyment winien uprzednio skoncentrowac si¢ na ulepszeniu tej cze¢$ci pomiarow.
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