
Analiza niepewno±ci pomiarowych

Wst¦p do analizy danych

Wykªad 7

Testowanie hipotez

1 Uwagi wst¦pne

W poprzednich wykªadach, o rozkªadach prawdopodobie«stwa, jakim podlegaj¡ wyniki
pomiarów zakªadali±my jedynie, »e posiadaj¡ one sko«czone warto±ci oczekiwane oraz
sko«czone wariancje i kowariancje. Szukali±my sposobów na znajdowanie najlepszych ocen
warto±ci parametrów rozkªadu na podstawie pobranej próby (serii pomiarów), albo modelu
matematycznego � jak w przypadku opisu wpªywu dokªadno±ci przyrz¡dów pomiarowych na
niepewno±¢ wyniku ko«cowego. Tylko podczasWykªadu 4, posªugiwali±my si¦ konkretn¡ postaci¡
g¦sto±ci rozkªadu prawdopodobie«stwa. Sformuªowali±my wówczas tzw. test �3σ�.
Przyj¦li±my, »e wyniki bezpo±redniego pomiaru pojedynczej wielko±ci �zycznej podlegaj¡ rozkªad-
owi normalnemu. Sprawdzali±my, czy otrzymany wynik jest zgodny z przewidywan¡ teorety-
cznie warto±ci¡ µ mierzonej wielko±ci x. Przypomnijmy jak przebiegaªo nasze post¦powanie.
Po wykonaniu pomiarów, obliczali±my warto±¢ wielko±ci zbudowanej z uzyskanych wyników
� byª to moduª ró»nicy |x − µ|, a nast¦pnie obliczali±my prawdopodobiw«stwo uzyskania
otrzymanej warto±ci lub warto±ci jeszcze wi¦kszej, gdyby badana hipoteza byªa prawdziwa.
Je±li prawdopodobie«stwo to byªo mniejsze ni» przyj¦ta warto±¢ krytyczna α, to odrzucali±my
hipotez¦ jako zbyt maªo prawdopodobn¡. Przyj¦ta warto±¢ krytyczna α, to akceptowane praw-
dopodobie«stwo odrzucenia hipotezy prawdziwej � prawdopodobie«stwo popeªnienia bª¦du

pierwszego rodzaju. Podsumujmy kolejne kroki testowania hipotezy na podstawie uzyskanych
wyników pomiarów:

� decydujemy, jakie prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy prawdziwej (popeªnienia bª¦du
I rodzaju) jeste±my skªonni zaakceptowa¢ � tzn. przyjmujemy warto±¢ paramertu α;

� de�niujemy wielko±¢, która dobrze �mierzy� zgodno±¢ wyników z badan¡ hipotez¡
i podlega znanemu nam rozkªadowi prawdopodobie«stwa (wielko±¢, zbudowana z wyników
losowej próby, w literaturze fachowej nazywana jest statystyk¡);

� obliczamy warto±¢ tej wielko±ci dla uzyskanych wyników pomiarów;

� obliczamy prawdopodobie«stwo p uzyskania otrzymanej warto±ci lub warto±ci wskazuj¡cej
na odst¦pstwo od badanej hipotezy wi¦ksze ni» odst¦pstwo naszych wyników;

� je»eli p < α, to badan¡ hipotez¦ odrzucamy uznaj¡c, »e nie jest prawdziwa � w prze-
ciwnym razie uznajemy, »e nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy (nie oznacza to, »e
hipoteza jest prawdziwa � dalsze pomiary lub inne testy mog¡ skªoni¢ nas do jej
odrzucenia).
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Obliczenie prawdopodobie«stwa p wymaga znajomo±ci lub wiarygodnego zaªo»enia postaci
rozkªadu prawdopodobie«stwa, jakiemu podlegaj¡ wyniki wykonywanych prób. Wybór warto±ci
krytycznej α wynika natomiast z oceny kosztów bª¦dnej decyzji co do prawdziwo±ci badanej
hipotezy. Przyj¦cie du»ej warto±ci α mo»e prowadzi¢ do pochopnego odrzucenia hipotezy
prawdziwej, a zbyt maªej � do wydªu»enia bada« nad hipotez¡ faªszyw¡. Wa»ny jest te» koszt
zwi¡zany z podj¦ciem bª¦dnej decyzji. Przyst¦puj¡c do gry �orzeª, czy reszka� � przykªad na
stronie 35 slajdòw do wykªadu � przy wyborze warto±ci α do testowania hipotezy �moneta jest
uczciwa� na pewno b¦dziemy brali pod uwag¦ wysoko±¢ stawki, jak¡ mo»emy w ka»dym rzucie
wygra¢ lub przegra¢.

Jak wynika z powy»szego opisu mo»na skonstruowa¢ wiele testów do badania tej samej hipotezy.
Testy takie b¦d¡ ró»niªy si¦ wyborem statystyki, czyli wielko±ci mierz¡cej stopie« zgodno±ci
wyników z badan¡ hipotez¡. Z drugiej strony, wybór sposobu testowania zale»y oczywi±cie
tak»e od postaci testowanej hipotezy.

Zagadnienie sposobów konstruowania testów i porównywania stopnia ich przydatno±ci (efek-
tywno±ci) jest przedmiotem intensywnych bada«, którymi tutaj nie b¦dziemy si¦ zajmowali.
Zajmiemy si¦ natomiast dwoma testami powszechnie stosowanymi przez �zyków:

� testem zgodno±ci dopasowania zale»no±ci funkcyjnej do wyników pomiarów � taki test
pozwoli sprawdzi¢, czy wybrana przez nas funkcja wraz z podanymi warto±ciami jej
parametrów lub ich warto±ciami znalezionymi metod¡ najmniejszych kwadratów, opisuje
obserwowany do±wiadczalnie zwi¡zek dwóch wielko±ci �zycznych;

� testem zgodno±ci rozkªadu zaobserwowanych wyników z zakªadanym rozkªadem
prawdopodobie«stwa � taki test pozwoli np. sprawdzi¢, czy wyniki bezpo±rednich
pomiarów rzeczywi±cie podlegaj¡ rozkªadowi Gaussa (normalnemu), jak to w wielu
miejscach zakªadali±my na podstawie dyskutowanego w �11 slajdów do wykªadu modelu
bª¦du przypadkowego.

W obu przypadkach posªu»ymy si¦ rozkªadem χ2 zde�niowanym w dalszej cz¦±ci wykªadu.

2 Test zgodno±ci dopasowania

Badamy zwi¡zek wielko±ci x i y. Na podstawie rozwa»a« teoretycznych lub wcze±niejszych
pomiarów oraz postrzeganej przez nas regularno±ci ukªadu punktów pomiarowych na wykresie
y jako funkcji x wnioskujemy, »e zachodzi zwi¡zek:

y = f(x, a1, . . . , ak).

Ten wyprowadzony teoretycznie lub odgadni¦ty na podstawie pomiarów zwi¡zek jest nasz¡
hipotez¡. T¦ hipotez¦ poddajemy testowi.

Dla serii warto±ci wielko±ci x wykonujemy pomiary odpowiadaj¡cych im warto±ci wielko±ci y:

xi 7−→ ŷi ± σi; i = 1, . . . , N > k.

O warto±ciach xi zakªadamy, »e znane s¡ dokªadnie. Oczywi±cie nie oczekujemy, »e wyniki
naszych pomiarów uªo»¡ si¦ dokªadnie na krzywej y = f(x, a1, . . . , ak). Nawet, gdyby badana
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zale»no±¢ byªa ±cisªym prawem �zyki � bª¦dy przypadkowe spowoduj¡, »e przy najstaran-
niejszym wykonywaaniu pomiarów zaobserwujemy odchylenie warto±ci ŷi od f(xi, a1, . . . , ak).
Zakªadamy, »e wynik pomiaru ka»dej z wielko±ci ŷi jest zmienn¡ losow¡ o warto±ci oczekiwanej
równej znanej funkcji argumentu xi i o wariancji σ2

i :

E(ŷi) = f(xi, a1, . . . , ak)

E
(
(ŷi − f(xi, a1, . . . , ak))2

)
= σ2

i .

O ka»dej z wariancji σ2
i zakªadamy, »e jest znan¡, dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡. Dla danego

zbioru warto±ci parametrów {a1, . . . , ak} naturaln¡ miar¡ zgodno±ci wyników pomiarów z za-
le»no±ci¡ ŷi = f(xi, a1, . . . , ak) jest u»ywana ju» przez nas w Wykªadzie 6 wielko±¢:

R =
N∑
i=1

(ŷi − f(xi, a1, . . . , ak))2

σ2
i

.

Im mniejsze R, tym lepiej wyniki pomiarów ŷi �pasuj¡� do badanej zale»no±ci. Je±li hipoteza
jest prawdziwa i R obliczymy dla prawdziwych warto±ci ai, to z przyj¦tych powy»ej zaªo»e«
wynika, »e:

E(R) = N,

bo ka»dy ze skªadników sumy de�niuj¡cej R jest zmienn¡ losow¡ o warto±ci oczekiwanej zero
i wariancji jeden. Do sformuªowania kryterium ilo±ciowego pozwalaj¡cego okre±li¢, czy
obliczona dla naszych pomiarów warto±¢ R = R jest �du»a�, czy �maªa� musimy zna¢ rozkªad
prawdopodobie«stwa, jakiemu podlega zmienna losowa R.

Je±li przyjmiemy, »e ka»dy z wyników pomairów ŷi podlega rozkªadowi normalnemu (Gaussa)
o warto±ci oczekiwanej i wariancji zgodnej z poczynionymi wy»ej zaªo»eniami, to g¦sto±¢
prawdopodobie«stwa g rozkªadu zmiennej losowej R wynosi (�24 slajdów do wykªadu; u»yte s¡
tam nieco inne oznaczenia):

g(R, N) =
1

2Γ(N
2

)

(R
2

)N
2
−1

exp(−R/2).

Zde�niowany wy»ej rozkªad nazywany jest rozkªadem χ2, a liczba N jest nazywana liczb¡

stopni swobody.

Gdy znamy rozkªad zmiennejR, to mo»emy obliczy¢ prawdopodobie«stwo p otrzymania warto±ci
równej warto±ci R obliczonej dla naszych wyników lub od niej wi¦kszej:

p(R ≥ R) =

∞∫
R

g(x,N)dx.

Je±li tak obliczone prawdopodobie«stwo p jest mniejsze od przyj¦tej warto±ci krytycznej α:
p(R > R) < α, to odrzucamy hipotez¦: y = f(x, a1, . . . , ak). Oznacza to, odrzucenie
koniunkcji: dana posta¢ funkcji f i dane warto±ci parametrów {a1, . . . , ak}. Taka decyzja nie
wyklucza, »e wybrana posta¢ funkcji f(x, a1, . . . , ak) jest poprawna, bo to podstawione (dane
jako cz¦±¢ testowanej hipotezy) warto±ci parametrów {a1, . . . , ak} mog¡ by¢ bª¦dne � wszystkie
lub tylko niektóre z nich.

Je±li uwa»amy, »e posta¢ wybranej funkcji f(x, a1, . . . , ak) zostaªa dobrze dobrana, to mo»emy
warto±ci parametrów wyznaczy¢ metod¡ najmniejszych kwadratów. Wiemy ju», »e je±li
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f(x, a1, . . . , ak) jest liniow¡ funkcj¡ k parametrów ai, których warto±ci âi wyznaczono metod¡
najmniejszych kwadratów (dopasowanyo do danych do±wiadczalnych ŷi, i = 1, . . . , N), to warto±¢
oczekiwana:

E(R) = E
(

N∑
i=1

(ŷi − f(xi, â1, . . . , âk))2

σ2
i

)
= N − k,

gdzie k jest liczb¡ parametrów dopasowanych metod¡ najmniejszych kwadratów,
a âi, i = 1, . . . , k, oznaczaj¡ warto±ci parametrów otrzymane t¡ metod¡. Je»eli, zgodnie
z naszym zaªo»eniem, ka»dy z wyników ŷi podlega rozkªadowi normalnemu, to warto±¢ R
obliczona po podstawieniu warto±ci âi otrzymanych metod¡ najmniejszych kwadratów podlega
rozkªadowi χ2 o liczbie stopni swobody równej N−k. Mo»liwe jest wi¦c przeprowadzenie testu.
Obliczmy prawdopodobie«stwo uzyskania warto±ci R równej lub wi¦kszej od wartoci Rmin

obliczonej po podstawieniu parametrów âi uzyskanych metod¡ najmniejszych kwadratów. Do
obliczenia tego prawdopodobie«stwa posªu»ymy si¦ rozkªadem χ2 o liczbie stopni swo-

body równej N − k. Je»eli prawdopodobie«stwo to jest mniejsze od przyj¦tej warto±ci kryty-
cznej α, to odrzucamy hipotez¦, »e wybrana funkcja f(xi, â1, . . . , âk) opisuje zwi¡zek wielko±ci
x i y.

Przeprowadzaj¡c w praktyce opisane wy»ej testy, w miejsce σ2
i podstawiamy niepewno±ci u(ŷi),

które s¡ naszymi najlepszymi ocenami warto±ci σi. Cz¦sto badana funkcja nie jest liniow¡
funkcj¡ parametrów ai. Metoda najmniejszych kwadratów pozwala znale¹¢ najlepsze warto±ci
tych parametrów � dopasowa¢ funkcj¦ do danych do±wiadczalnych. Obliczona dla takich
parametrów warto±¢ R bywa przez �zyków u»ywana do przeprowadzenia opisanego wy»ej testu
wykorzystuj¡cego rozkªad χ2 z N − k stopniami swobody. Nie jest to post¦powanie w peªni
uzasadnione, ale mimo to dosy¢ cz¦sto w praktyce stosowane.

Uwagi:

Mo»e si¦ zdarzy¢, »e dla wybranej postaci funkcji f , metod¡ najmniejszych kwadratów znajdu-
jemy warto±ci tylko niektórych jej parametrów � np. l < k parametrów, a warto±ci pozostaªych
k − l parametrów podstawiamy jako znane nam liczby. W takim przypadku, liczba stopni
swobody rozkªadu χ2, którym posªugujemy si¦ testuj¡c hipotez¦, wynosi N − l. Inaczej: ka»dy
parametr �dopasowany� metod¡ najmniejszych kwadratów zmniejsza liczb¦ stopni swobody
o jeden.

Przeprowadzaj¡c test korzystamy zwykle z tabeli krytycznych warto±ci Rcrit(α, n)
obliczonych dla danego α � akceptowanego prawdopodobie«stwa popeªnienia bª¦du I rodzaju
i ró»nych liczb stopni swobody n (poni»ej, taka tabela poprzedza tre±ci zada« do materiaªu tego
wykªadu). Porównujemy obliczon¡ warto±¢ R z warto±ci¡ w tabeli � je±li dla przyj¦tej przez nas
warto±ci α i liczby stopni swobody n w naszym problemie, obliczona warto±¢ R > Rcrit(α, n)
to hipotez¦ odrzucamy .

Dotychczas rozwa»ali±my przypadki, gdy obliczona warto±¢ R jest du»a. Zastanówmy si¦ przez
chwil¦, co oznacza zbyt maªa warto±¢ R. Mo»e to oznacza¢ »e:

� zostaªy znacznie zawy»one oceny niepewno±ci wykonywanych pomiarów;

� pomiary nie byªy niezale»ne;

� dane nie pochodz¡ z rzeczywistych pomiarów.
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Dwie pierwsze mo»liwo±ci wskazuj¡ na konieczno±¢ ponownego przeanalizowania wyników po-
miarów. Ostatnie z wymienionych przypuszcze« pozwala podejrzewa¢ oszustwo. Niestety,
w historii nauki zdarzaªy si¦ przypadki �fabrykowania danych�, a zostaªy one ujawnione po
wnikliwej analizie statystycznej rzekomych �danych do±wiadczalnych�.

3 Sprawdzanie zgodno±ci rozkªadu wyników pomiarów

z zadanym rozkªadem przwdopodobie«stwa

W poprzednich wykªadach wielokrotnie odwoªywali±my si¦ do konkretnych postaci rozkªadów
prawdopodobie«stwa. Rozkªady te wyprowadzali±my na podstawie modelu matematycznego
(rozkªad dwumianowy, rozkªady Poissona i Gaussa jako graniczne przypadki rozkªadu
dwumianowego) lub po prostu przyjmowali±my jako zaªo»enie. W ka»dym z tych przypadków
zasadne jest pytanie: Czy interesuj¡ca nas zmienna losowa rzeczywi±cie podlega przyj¦temu
przez nas rozkªadowi? W tym paragra�e skonstruujemy metod¦ �do±wiadczalnego� sprawdza-
nia zaªo»e« o rozkªadzie, jakiemu podlega zmienna losowa. Metoda �do±wiadczalna� oznacza,
»e b¦dzie ona polegaªa na pobraniu próby i sprawdzeniu, czy rozkªad jej wyników jest zgodny
z przyj¦tym zaªo»eniem. Sprawdzenie to b¦dzie dokonywane za pomoc¡ statystycznego testu
� podobnie jak sprawdzanie zgodno±ci dopasowania wybranej funkcji do wyników pomiarów.
Zacznijmy od prostego przykªadu:

Przykªad (Badanie rozkªadu wyników rzutu kostk¡ do gry).
Przyst¦puj¡c do gry hazardowej, w której o wynikach decyduje liczba �oczek� w kolejnych rzu-
tach kostk¡ chcieliby±my wiedzie¢, czy u»ywana kostka jest �uczciwa�, tj. czy ka»da z sze±ciu
liczb oczek: 1, 2, 3, 4, 5 i 6 pojawia si¦ z tak¡ sam¡ cz¦sto±ci¡ jak pozostae. Sprawdzenie musi
polega¢ na wykonaniu odpowiedno du»ej liczby N rzutów i analizie ile razy w uzyskanej serii
wyników wyst¡piªa ka»da z liczb oczek. Nie spodziewamy si¦, »e ka»da liczba oczek
wyst¡pi dokªadnie tyle samo razy, ale chcieliby±my wiedzie¢, jak du»e ró»nice s¡ do pogodzenia
z hipotez¡ kostka jest uczciwa. Konstrukcja testu polega na zbudowaniu statystyki z krot-
no±ci ki, i = 1, . . . , 6, pojawienia si¦ ka»dej z liczb oczek. Musimy jeszcze zna¢ rozkªad
prawdopodobie«stwa warto±ci, jakie taka statystyka mo»e przyj¡¢: je±li prawdopodobie«stwo
warto±ci obliczonej dla naszego do±wiadczenia b¦dzie zbyt maªe, to uznamy, »e nale»y odrzuci¢
hipotez¦: kostka jest uczciwa.

Rozwa»my ogólniejszy problem ni» badanie �uczciwo±ci� kostki do gry. Zacznijmy od konstrukcji
rozkªadu prawdopodobie«stwa wyników N losowych prób, z których ka»da mo»e da¢ jeden
z M wyników. Nie b¦dziemy zakªadali, »e te wyniki s¡ jednakowo prawdopodobne.

Rozkªad wielomianowy

Zaªo»enia:

� wykonujemy N prób;

� w ka»dej próbie mo»emy uzyska¢ jeden z M wyników;

� prawdopodobie«stwo uzyskania wyniku i, i = 1, . . . ,M , wynosi pi;

� kolejne wyniki pojawiªy si¦ k1, . . . , kM razy.
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Jakie jest prawdopodobie«stwo P otrzymania obserwowanego zestawu warto±ci k1, . . . , kM?
Odpowied¹ (rozumowanie analogiczne jak przy wyprowadzaniu rozkªadu dwumianowego) daje
rozkªad wielomianowy

P (k1, . . . , kM ; p1, . . . , pM , N) =
N !pk11 . . . pkMM
k1!k2! . . . kM !

Musz¡ by¢ przy tym speªnione warunki:

M∑
i=1

ki = N

M∑
i=1

pi = 1.

Oznacza to, »e mamy tylkoM−1 liniowo niezale»nych warto±ci ki � niech to b¦d¡ k1, . . . , kM−1,
wówczas:

kM = N −
M−1∑
i=1

ki

pM = 1−
M−1∑
i=1

pi.

Wykonuj¡c obliczenia analogiczne jak w przypadku rozkªadu dwumianowego, otrzymamy dla
ka»dej z liczb ki warto±ci oczekiwane:

E(ki) = Npi

E
(
(ki −Npi)2

)
= Npi(1− pi).

Jako wniosek dostajemy warunek:

E
(

M∑
i=1

(ki −Npi)2

Npi

)
=

M∑
i=1

(1− pi) = M − 1.

Skonstruowali±my w ten sposób wielko±¢ znakomicie nadaj¡c¡ si¦ do przeprowadzenia testu
zgodno±ci rzeczywi±cie zaobserwowanego rozªadu wyników {k1, . . . , kM} z wynikami {Np1, . . . , NpM},
jakich oczekiwaliby±my, gdyby wyniki prób opisywaª zbiór prawdopodobie«stw {p1, . . . , pM}.

Test zgodno±ci rozkªadu wyników próby z zadanym rozkªadem:

Znamy prawdopodobie«stwa pi i wyniki próby ki. Nasz¡ statystyk¡ b¦dzie wielko±¢:

R :=
M∑
i=1

(ki −Npi)2

Npi
.

Mo»na wykaza¢, »e tak zde�niowana wielko±¢ R w granicy bardzo du»ych N podlega

rozkªadowi χ2 o liczbie stopni swobody równej M−1. Test zgodno±ci wyników N prób
z postulowanym rozkªadem prawdopodobi«stw {p1, . . . , pM} polega na obliczeniu warto±ci R
i porównaniu otrzymanego wyniku z warto±ci¡ Rcrit dla przyj¦tej warto±ci α tj. akceptowal-
nego prawdopodobie«stwa popeªnienia bª¦du I rodzaju. Je±li obliczona warto±¢ R > Rcrit

6



stwiedzamy, »e nasze wyniki nie podlegaj¡ rozkªadowi {p1, . . . , pM}.

Uwaga: liczb¦ prób N musimy dobra¢ tak, aby najmniejsza z liczb Npi wynosiªa co najmniej
kilka � zwykle przyjmuje si¦ Npi > 5.

Skonstruowali±my powy»ej test zgodno±ci dla dyskretnego rozkªadu prawdopodobie«stwa.
W poprzednich wykªadach wielokrotnie zakªadali±my, »e wyniki pomiarów podlegaj¡
rozkªadowi Gaussa (normalnemu) � jest to rozkªad ci¡gªy.

Jak sprawdzi¢, czy to dobre za»enie, tj. czy obserwowany rozkªad wyników jest z tym
zaªo»eniem zgodny? Ogólniej: jak przetestowa¢ hipotez¦ dotycz¡c¡ postaci rozkªadu ci¡gªej
zmiennej losowej?

Rysunek 13 na stronie 69 slajdów do wykªadu przedstawia ide¦, jak sprowadzi¢ testowanie
rozkªadu ci¡gªego do opisanego wy»ej testu dla rozkªadu dyskretnego:
caªy zakres zmieno±ci zmiennej losowej x dzielimy na sko«czon¡ liczb¦ M przedziaªów i dla
ka»dego z nich obliczamy prawdopodobie«stwo otrzymania wato±ci x z tego przedziaªu. W ten
sposób ci¡gª¡ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa �przekªadamy� na dyskretny zbiór prawdopodobie«stw
{p1, . . . , pM}. Wykonujemy N > M prób. Przeprowadzamy test jak dla rozkªadu dyskretnego.
Porównujemy liczby ki �tra�e«� w kolejne przedziaªy z liczbami oczekiwanych tra�e« Npi.
Przedziaªy, na jakie dzielimy zakres zmienno±ci zmiennej losowej x, nie musz¡ by¢ jednakowe.
Ich szeroko±ci mo»emy dobra¢ tak, »eby ªatwe byªo speªnienie warunku Npi > 5 (warto±¢ 5
jest tu przyj¦ta umownie jako ograniczenie dolne oczekiwanej liczby �tra�e«� w przedziaª i).
Dobrym pomysªem jest np. taki podziaª zakresu zmienno±ci zmiennej x, »eby wszystkie Npi
byªy jednakowe.

Tabela warto±ci krytycznych χ2

Liczba stopni swobody
α 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,01 9,21 11,35 13,28 15,08 16,81 18,47 20,09 21,67 23,21
0,05 5,99 7,82 9,49 11,07 12,59 14,07 15,51 16,92 18,31
0,10 4,61 6,25 7,78 9,24 10,64 12,02 13,36 14,68 15,99
0,15 3,79 5,32 6,75 8,12 9,45 10,75 12,03 13,29 14,53
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Zadanie 1. Równanie stanu gazu doskonaªego ma posta¢: pV = nRT , gdzie p oznacza
ci±nienie, V obj¦to±¢, n liczb¦ moli gazu, T temperatur¦ gazu w skali Kelvina, aR to uniwersalna
staªa gazowa. Student badaª zmiany obj¦to±ci V dla n = 0, 05 mola gazu od jego temperatury
T przy staªym ci±nieniu p = 1015 hPa. Po ustaleniu temperatury T , pomiar obj¦to±ci V
powtarzaª wielokrotnie i obliczaª warto±¢ ±redni¡ V̄ . Wyniki pomiarów zebraª w tabeli:

Temperatura T/K 293 298 303 308 313
�rednia obj¦to±¢ V̄ /litr 1,196 1,207 1,243 1,274 1,293

Niepewno±ci kolejnych warto±ci V̄ byªy bardzo zbli»one i wynosiªy uv = 0, 010 litra. Przyjmij,
»e liczba moli n i ci±nienie p gazu znane s¡ wystarczaj¡co dokªadnie.
Przeprowad¹ test hipotezy: obj¦to±¢ gazu pod staªym ci±nieniem jest wprost proporcjonalna do

temperatury gazu w skali Kelvina. Jako dopuszczalne prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy
prawdziwej przyjmij warto±¢ α = 0,05.

Zadanie 2. Studentka miaªa za zadanie wyznaczy¢ opór R pewnego opornika. Do dys-
pozycji miaªa ukªad elektryczny, w którym mogªa zmienia¢ napi¦cie na oporniku oraz am-
peromierz, którym, dla ustalonego napi¦cia U , mierzyªa nat¦»enie I pr¡du pªyn¡cego przez
opornik. Warto±¢ napi¦cia ustalana byªa z bardzo du»¡ dokªadno±ci¡ (przyjmij, »e niepewno±¢
warto±ci U jest pomijalnie maªa). Niepewno±¢ pomiaru nat¦»enia pr¡du byªa niepomijalna
i wynosiªa u, zgodnie warto±ciami podanymi w tabeli. Zale»no±¢ mi¦dzy nat¦»eniem I i napi¦-
ciem opisuje wzòr: U = RI. Otrzymane wyniki studentka zapisaªa w tabeli:

Numer pomiaru 1 2 3 4 5
I [mA] 0,48 1,24 2,14 2,35 2,91
U [mV] 1,12 2,31 4,15 4,95 5,81
u [mA] 0,05 0,10 0,10 0,15 0,20

Przeprowad¹ test hipotezy: nat¦»enie pr¡du pªyn¡cego w przewodniku jest wprost proporcjonalne

do przyªo»onego napi¦cia, a wspªczynnik proporcjonalno±ci wynosi 0,5 W−1. Jako dopuszczalne
prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy prawdziwej przyjmij warto±¢ α = 0,01.

Zadanie 3. Student badaª przemian¦ izochoryczn¡ gazu. Podgrzewaª pewn¡ ilo±¢ tego gazu
w zamkni¦tym naczyniu i mierzyª ci±nienie p i temperatur¦ T w skali Kelwina i uzyskaª wyniki
podane w tabeli. Przyjmij, »e temperatura byªa mierzona z niepewno±ci¡ u = 0, 5 K, a ci±nienie
byªo mierzone dostatecznie dokªadnie.

Ci±nienie p (atmosfery) 1,0 1,4 1,6 2,0
Temperatura T/K 309,0 431,5 496,5 623,0

Przeprowad¹ test hipotezy: w staªej obj¦to±ci iloraz ci±nienia i temperatury gazu w skali Kelvina

jest wielko±ci¡ staª¡. Jako dopuszczalne prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy prawdziwej
przyjmij warto±¢ α = 0,10.
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