
Analiza niepewno±ci pomiarowych

Wst¦p do analizy danych

Wykªad 4

Bezpo±redni pomiar pojedynczej wielko±ci �zycznej

1 Uwagi wst¦pne

Podczas poprzednich wykªadów zostaªy przypomniane podstawowe poj¦cia rachunku
prawdopodobie«stwa, którym posªugujemy si¦ do opisu bª¦dów przypadkowcyh. Traktujemy
rachunek prawdopodobie«stwa jak sprawne narz¦dzie przygotowane przez matematyków. Nasze
potrzeby ogranicz¡ si¦ do obliczania warto±ci oczekiwanych zmiennych losowych oraz
prawdopodobie«stw przyjmowania przez badane zmienne losowe warto±ci mieszcz¡cych si¦
w zadanych przedziaªach. W rozwa»aniach pojawi¡ si¦ tylko zmienne dyskretne
(tj. o przeliczalnym zbiorze warto±ci) oraz zmienne ci¡gªe, ale tylko takie, których g¦sto±ci
prawdpodobie«stwa zadane s¡ funkcjami ci¡gªymi. Przykªadami dyskretnych zmiennych losowych
s¡ np. liczba sukcesów w ci¡gu n prób Bernoulliego, czy pierwiastek z liczby oczek na górnej
±ciance kostki do gry po kolejnym rzucie. Z przykªadem zmiennej losowej ci¡gªej spotykamy si¦
w naszym modelu bª¦du przypadkowego, gdzie zakªadamy, »e zmienna losowa bª¡d
przypadkowy mo»e przyjmowa¢ dowolne warto±ci rzeczywiste i podlega rozkªadowi Gaussa
(patrz ni»ej). Rozkªad Gaussa jest najcz¦±ciej przyjmowanym modelem rozkªadu bª¦du
przypadkowego i zawsze, gdy nie ma przesªanek, »eby posªugiwa¢ si¦ innym rozkªadem, stosowany
jest rozkªad Gaussa. Rozkªad ten przyjmowany jest tak»e cz¦sto jako model rozkªadu
zmienno±ci cech � np. wzrostu czªonków wybranej populacji (o ile jest wystarczaj¡co liczna).
G¦sto±¢ rozkªadu Gaussa jest funkcj¡ ci¡gª¡, szybko malej¡c¡ do zera, gdy jej argument d¡»y
do ±∞. Funkcji pierwotnej (caªki nieoznaczonej) g¦sto±ci rozkªadu Gaussa nie mo»na zapisa¢
w postaci wzoru analitycznego zawieraj¡cego funkcje elementarne, ale arkusze kalkulacyjne
i pakiety programów do oblicze« numerycznych zawieraj¡ algorytmy pozwalaj¡ce oblicza¢
warto±ci caªek z g¦sto±ci rozkªadu Gaussa w dowolnych granicach. Rozkªad Gaussa
de�niuj¡ dwa parametry: warto±¢ oczekiwana µ i dyspersja σ. Warto±¢ oczekiwan¡
uto»samiamy z dokªadn¡ warto±ci¡ mierzonej wielko±ci, a dyspersj¦ z dokªadno±ci¡, z jak¡ t¦
wielko±¢ jeste±my w stanie zmierzy¢, czyli z niepewno±ci¡ pomiaru.

2 Model rozkªadu prawdopodobie«stwa warto±ci bª¦dów

przypadkowych

W �11 Slajdów/transparencji do wykªadu sformuªowany zostaª model rozkªadu przwdopodobie«stwa
bª¦dów przypadkowych jako granicy rozkªadu przwdopodobie«stwa dla n czynników losowych,
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z których ka»dy powoduje odchylenie wyniku pomiaru od warto±ci dokªadnej o +ε lub −ε. Obie
warto±ci przyjmowane s¡ z jednakowym przwdopodobie«stwem (p = q = 1

2
). Dokonali±my

przej±cia do granicy, n → ∞, ε → 0 z dodatkowym warunkiem nε2 = σ2 (σ2 jest wielko±ci¡
staª¡) i otrzymali±my g¦sto±¢ rozkªadu prawdopodobie«stwa f(x;µ, σ) uzyskania jako wynik
pomiaru warto±ci x, gdy dokªadna warto±¢ wynosi µ:

f(x;µ, σ) =
1√

2πσ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
.

Funkcja f(x;µ, σ) nazywana jest funkcj¡ Gaussa, a de�niowany za jej pomoc¡ rozkªad nazywany
jest rozkªadem Gaussa. Warto±¢ czekiwana zmiennej x podlegaj¡cej rozkªadowi Gaussa
równa si¦ µ:

E(x) =
∫ ∞
−∞

xf(x;µ, σ)dx =
∫ ∞
−∞

(x− µ)f(x;µ, σ)dx+
∫ ∞
−∞

µf(x;µ, σ)dx = µ,

a wariancja wynosi σ2:

E((x− µ)2) =
∫ ∞
−∞

(x− µ)2f(x;µ, σ)dx = σ2.

Model Gaussa jest powszechnie przyjmowanym modelem dla rozkªadu bª¦dów przypadkowych.
B¦dziemy si¦ do niego wielokrotnie odwoªywali. W wielu przypadkach wystarczy jednak
zaªo»enie, »e rozkªad przwdopodobie«stwa bª¦du przypadkowego ma dobrze okre±lone
i sko«czone: warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦. Takie zaªo»enie wystarczy nam do zbudowania
wyra»e« pozwalaj¡cych wyznacza¢ oceny warto±ci oczekiwanej i wariancji rozkªadu na
podstawie sko«czonej, losowej próby � serii niezale»nych, równowa»nych, pomiarów.

3 Bezpo±redni pomiar pojedynczej wielko±ci �zycznej

Je±li wyelimnowane zostªy bª¦dy grube i systematyczne, to warto±¢ oczekiwan¡ rozkªadu bª¦dów
przypadkowych uto»samiamy z warto±ci¡ dokªadn¡ µ mierzonej wielko±ci, a pierwiastek ze
±redniego odchylenia kwadratowego, σ, bª¦dów przypadkowych od ich warto±ci oczekiwanej
przyjmujemy za miar¦ dokªadno±ci pomiaru � niepewno±¢ pomiaru. Warto±ci µ i σ
jednak nie znamy, ale mo»emy oceni¢ ile wynosz¡ na podstawie wyników serii niezale»nych,
równowa»nych pomiarów, gdy pomiary wykonywano w tych samych warunkach za pomoc¡
tych samych przyrz¡dów pomiarowych.

Zakªadamy:

� znamy wyniki serii n pomiarów o wynikach: xi, i = 1, . . . , n;

� o ka»dym z pomiarów zakªadamy, »e: E(xi) = µ, E((xi − µ)2) = σ2;

� pomiary s¡ niezale»ne, sk¡d wynika, »e E((xi − µ)(xj − µ)) = δijσ
2, gdzie δij oznacza

tzw. delt¦ Kroneckera: δij = 1, gdy i = j i δij = 0, gdy i 6= j.

Natrualnym kandydatem na wyra»enie pozwalaj¡ce oceni¢ (znale¹¢ mo»liwie najepsze
przybli»enie) warto±ci µ jest ±rednia, x̄, ze wszystkich wyników pomiarów:

x̄ :=
1

n

n∑
i=1

xi
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Obliczmy warto±¢ oczekiwan¡ tego wyra»enia:

E(x̄) = (
1

n
(

n∑
i=1

xi) =
1

n

n∑
i=1

E(xi) =
1

n
· nµ = µ.

Skorzystali±my z liniowo±ci operacji obliczania warto±ci oczekiwanej. Sprawd¹my, jak dobrze
wielko±¢ x̄ przybli»a µ � obliczmy jej ±rednie odchylenie kwadratowe x̄ od µ:

E((x̄− µ)2) = E((
1

n

n∑
i=1

xi − µ)2)

= E((
1

n

n∑
i=1

(xi − µ))2)

=
1

n2
E(

n∑
i=1

(xi − µ)
n∑

j=1

(xj − µ))

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

E((xi − µ)(xj − µ))

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

δijσ
2 =

σ2

n

Znowu skorzystali±my z liniowo±ci obliczania warto±ci oczekwianej, a równo±¢ w drugiej linijce
otrzyali±my podstawiaj¡c µ = 1

n

∑n
i=1 µ.

Okazaªo si¦, »e ±rednia x̄ lepiej przybli»a µ ni» pojedynczy pomiar � jej ±rednie odchylenie
kwadratowe od µ jest n razy mniejsze ni» ka»dego z pomiarów uwzgl¦dnionych podczas
obliczania tej ±redniej. Wiemy wi¦c ju» jak najlepiej oceni¢ wynik pomiaru. Nie wiemy jednak
ile wynosi σ. Je±li x̄ dobrze przybli»a µ, to mo»emy oczekiwa¢, »e suma kwadratów (xi − x̄)2

b¦dzie miaªa zwi¡zek z σ2. Sprawd¹my to � obliczmy warto±¢ oczekiwan¡ tej sumy:

E(
n∑

i=1

(xi − x̄)2) = E(
n∑

i=1

(xi − µ+ µ− x̄)2)

= E(
n∑

i=1

((xi − µ)2 + (x̄− µ)2 − 2(xi − µ)(x̄− µ))

=
n∑

i=1

E((xi − µ)2) +
n∑

i=1

E((x̄− µ)2)− 2

n

n∑
ij=1

E((xi − µ)(xj − µ))

= (n− 1)σ2

Mamy wi¦c wyra»enie pozwalaj¡ce oceni¢ warto±¢ σ2 na podstawie wyników serii niezale»nych,
równowa»nych pomiarów:

s2 :=
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 ⇒ E(s2) = σ2

Dla wariancji (±rednego odczylenia kwadratowego) ±redniej x̄ otrzymujemy:

s2
x̄ :=

1

n(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)2 ⇒ V ar(x̄) = E(s2
x̄) =

σ2

n
.
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Tym samym mamy ju» najlepsze oceny warto±ci mierzonej wielko±ci µ̂ := x̄ i niepewno±ci tak

uzyskanego wyniku u(x̄) = sx̄ :=
√
s2
x̄.

Fizycy przewa»nie niepewno±¢ pomiaru u uto»samiaj¡ z pierwiastiem z wariancji wyniku �
jest to tzw. niepewno±¢ standardowa. W innych dziedzinach cz¦sto podawana bywa tzw.
niepewno±¢ rozszerzona równa k · u z najcz¦±ciej przyjmowan¡ warto±ci¡ k = 2. Z tego
powodu zawsze nale»y poda¢ jaki rodzaj niepewno±ci podajemy po znaku ± w zapisie wyniku
w postaci x̄± u(x̄). Wi¦cej szczegóªów dotycz¡cych zapisu wyniku zawiera
�14 Slajdów/transparencji do wykªadu i ko«cz¡ca go Uwaga 1.

Wielko±¢ s2 (i tak»e s2
x̄) jest funkcj¡ zmiennych losowych � wyników pomiarów i w zwi¡zku z

tym sama te» jest zmienn¡ losow¡. Mo»emy zapyta¢ ile wynosi jej wariancja.
�11 Slajdów/transparencji do wykªadu ko«czy wzór podaj¡cy warto±¢ wariancji zmiennej s2 (jego
wyprowadzenie jest, co do zasady pododbne jak wzoru dla s2 tylko o wiele bardziej »mudne):

V ar(s2) := E((s2 − σ2)2) =
1

n
E((xi − µ)4)− n− 3

n(n− 1)
σ4.

Dla oszacowania wariancji s2 mo»emy skorzysta¢ z rozkªadu Gaussa jako modelu rozkªadu
bª¦dów przypadkowych i obliczy¢:

E((xi − µ)4) = 3σ4,

(dla wszystkich wyników pomiaróów xi zakªadamy ten sam rozkªad bª¦dóów przypadkowych,
a wi¦c warto±ci E((xi−µ)4) s¡ dla wszystkich i takie same) co prowadzi do oceny (przybli»enia):

V ar(s2) = E((s2 − σ2)2) ≈ 2

n− 1
σ4.

Zgodnie z przyj¦t¡ umow¡, jako ocen¦ σ2 mamy (podana jest niepewno±¢ standardowa):

s2 ± σ2

√
2

n− 1

Jako ocen¦, jakiej to odpowiada zmienno±ci samego s rozwi¡»my wzgl¦dem δ poni»sze równanie:

1

2

(
(σ + δ)2 − (σ − δ)2

)
= σ2

√
2

n− 1
⇒ δ =

σ√
2(n− 1)

.

Tak otrzymana warto±¢ δ jest miar¡ niepewno±ci z jak¡ s przybli»a warto±¢ σ (do takiej samej
oceny prowadzi dyskutowany w nast¦pnych wykªadach wzór opisuj¡cy �propagacj¦ maªych
niepewno±ci�). Tabela 2 w Uwadze 2 do �14 Slajdów/transparencji do wykªadu ilustruje t¦
zale»no±¢ i jednocze±nie uzasadnia dlaczego wystarczy zaokr¡glenie niepewno±ci do dwóch cyfr
znacz¡cych � jak wida¢, dopiero dla n > 52 dokªadno±¢ jest lepsza ni» 10%.

Przdstawiona powy»ej i w ��12-14 Slajdów/transparencji do wykªadu metoda wyznaczania
niepewno±ci pomiaru na podstawie serii niezale»nych pomiaróów � w j¦zyku statystyki:
na podstawie pobranej próby zmiennej losowej � to tak zwanametoda A wyznaczania niepewno±ci.
Polega ona na wyznaczaniu parametróów rozkªadów zmiennych losowych wyª¡cznie
na podstawie pobranej póby (wyników pomiarów).
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Uwzgl¦dnienie dokªadno±ci (rozdzielczo±ci) przyrz¡dów

Z dotychczasowej analizy mo»na by wyci¡gn¡¢ wniosek, »e je±li wyeliminowane s¡ bª¦dy grube
i systematyczne, to wydªu»enie serii pomiarów pozwoliªoby dowolnie zmniejszy¢¢ niepewno±¢
wyniku. Przecie», jak pokazali±my wcze±niej, gdy n→∞ to:

n→∞ ⇒ s2 → σ2 ⇒ s2
x̄ =

s2

n
→ 0.

Nale»y jednak pami¦ta¢, »e pomiary wykonujemy za pomoc¡ przyrz¡dów o sko«czonej
dokªadno±ci odczytu wyniku. Najªatwiej dostrzec to, gdy u»ywamy przyrz¡du cyfrowego.
Otrzymywane wyniki ograniczone s¡ do kilku cyfr i znany jest najmniejszy krok
(rozdzielczo±¢ przyrz¡du) o jaki mo»e zmieni¢ si¦ wskazanie takiego przyrz¡du. Najcz¦±ciej os-
tatnia cyfra zmienia si¦ co 1, 2 lub 5. De�niuje to rozdzielczo±¢ przyrz¡du ∆. Przykªadem
mo»e by¢ cyfrowy zegar na dworcu kolejowym � pokazuje on godziny i minuty, przy czym
zawsze pokazuje czas, który � ju» min¡ª�. Dokªadny czas taki zegar wskazuje jedynie w chwili
zmiany liczby minut. W ka»dym innym momencie pó¹ni si¦ � ±rednio o póª minuty. Na dworcu
ma to oczywiste zalety � poci¡gi odje»d»aj¡ po upªywie czasu zapisanego w rozkªadzie. Zwykle
jednak chcemy, »eby odczytana warto±¢ byªa jak najbli»sza wyniku dokªadnego.
Oczekujemy, »e przyrz¡d pomiarowy jest dokªadny w tym sensie, »e ±redni b¡d wskaza« jest
równy zeru. Przeª¡czania wskaza« powinny wi¦c nast¦powa¢ w poªowie odlegªo±ci mi¦dzy
kolejnymi wskazywanymi wynikami. Ide¦ dziaªania tak wykaliborwnego przyrz¡du przedstawia
Rysunek 5 Slajadów/transparencji do wykªadu. Dla idealnie dokªadnego miernika wykresem
odczytu wyniku jako funkcji warto±ci wielko±ci mierzonej, czyli sygnaªu na wej±ciu byªaby cienka,
niebieska prosta na Rysunku 5. Rzeczywisty odczyt wyniku, tj. sygnaª na wyj±ciu
przedstawiaj¡ poziome, zielone odcinki.
Odpowiedzi¡ przyrz¡du cyfrowego jest zielona krzywa schodkowa.

Rysunek 6 Slajdów/transparencji do wykªadu przedstawia wykres bª¦du odczytu ξ :

bª¡d odczytu := ξ = odczyt wyniku - sygnaª na wej±ciu

Jak wida¢, bª¡d odczytu mo»e by¢, z jednakowym prawdopodobie«stwem, dowoln¡ liczb¡ z
zakresu −a < ξ < a, przy czym w omawianym modelu a = ∆/2. Rozkªadem
prawdopodobie««stwa opisuj¡cym bª¡d przypadkowy jest wi¦c rozkªad jednostajny
o g¦sto±ci:

g(ξ) =
1

2a
,

gdy −a ≤ ξ ≤ a oraz g(ξ) = 0 poza tym przedziaªem. Warto±¢ oczekiwana

E(ξ) =
∫ a

−a
g(ξ) = 0,

a wariancja:

V ar(ξ) =
∫ a

−a
ξ2g(ξ) =

1

2a

∫ a

−a
ξ2 =

a2

3
.

Instrukcja u»ycia przyrz¡du zawiera (w ka»dym razie powinna zawiera¢) dokªadne wskazówki
jak¡ liczb¦ nale»y przyj¡¢ za warto±¢ a. Zwykle jest to liczba wi¦ksza ni» poªowa
rozdzielczo±ci odczytu i mo»e zale»e¢ od warto±ci wskaza«. Informacje producenta dotycz¡ce
dokªadno±ci przyrz¡¡du i warunkóów jego prawidªowej pracy nale»y zawsze uwazgl¦dnia¢
w planowaniu i przygotowaniu pomiarów i analizie ich wyników.
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Tutaj, dla uproszczenia modelu i unikni¦cia zbyt optymistycznej oceny dokªadno±ci pomiaru,
przyjmiemy a = ∆. Przyjmujemy ten sam model matematyczny opisu bª¦du odczytu
w przypadku pomiaru przyrz¡dem analogowym (np. linijk¡ z podziaªk¡ milimetrow¡, wag¡
uchyln¡ z podziaªk¡ co 1 dkg itp.) z podziaªk¡ o najmniejszej dziaªce równej ∆.

Bª¡d odczytu jest bª¦dem systematycznym, bo w powtarzanych pomiarach tej samej
wielko±ci �zycznej (tego samego sygnaªu na wej±ciu przyrz¡du) ma t¦ sam¡ warto±¢. Warto±ci
tej jednak nie znamy. Wiemy tylko w jakim zakresie ka»da warto±¢ bªedu odczytu jest
jednakowo prawdopodobna.

Wró¢my do analizy caªo±ci zagadnienia dokªadno±ci pomiaru (�16 Slajdów/transparencji do
wykªadu) Sygnaª na wej±ciu przyrz¡du zawiera bª¡d przypadkowy ε, a z odczytem jego warto±ci
jest zwi¡zany bª¡d odczytu ξ. Ka»dy z tych bª¦dów jest zmienn¡ losowa¡ i s¡ to dwie ró»ne,
niezale»ne zmienne losowe. Warto±¢ oczekiwana sumy niezale»nych zmiennych losowych równa
si¦ sumie ich warto±ci oczekiwanych:

E(ε+ ξ) = E(ε) + E(ξ) = 0,

a wariancja sumy niezale»nych zmiennych losowych równa jest sumie ich wariancji:

V ar(ε+ ξ) = V ar(ε) + V ar(ξ) = s2
x̄ +

∆2

3

� ªatwo to wykaza¢ odwoªuj¡c si¦ do de�nicji niezale»nych zmiennych losowych. Ko«cow¡
niepewno±¢ standardow¡ u(x̄) wyniku bezpo±redniego pomiaru pojedynczej wielko±ci
�zycznej jest wi¦c równa:

u(x̄) =

√
s2
x̄ +

∆2

3
.

Tak otrzymany wynik: warto±¢ i jej niepewno±¢ zapisujemy zgodnie z reguªami sformuªowanymi
w �14 Slajdów/transparencji do wykªadu.

Tak»e i w tym przypadku nale»y okre±li¢ sposób wyznaczenia liczby podawanej po zanku �±�.

Przedstawiony w tym paragra�e sposób wyznaczania niepewno±ci � poª¡czenie oblicze« na
podstawie wyników losowej próby (serii pomiarów) i modelu matematycznego (w tym
przypadku opisuj¡cego dokªadno±¢ odczytu wskaza« przyrz¡du), to tzw. metoda B
wyznaczania niepewno±ci wyniku pomiaru.

Przyj¦te mi¦dzynarodowe standardy obliczania i wyra»ania niepewno±ci pomiaru zostaªy szczegóªowo
przedstawione na stronie Gªównego Urz¦du Miar:

https://gum.gov.pl/ftp/pdf/Publikacje/Przewodnik_JCGM_100_ver__fin_27_08_2019_popr_.pdf

Jest to tªumaczenie dokumentu opublikowanego na stronie BIPM (Mi¦dzynarodowego Biura
Miar i Wag w Pary»u).
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Zainteresowanych odsyªam do tej strony. Równowa»ne zalecenia mo»na znale¹¢ tak»e na stronie
ameryka«skiego NIST (National Institute of Standards and Technology):

https://www.nist.gov/pml/nist-technical-note-1297

4 Wprowadzenie do testowania hipotez � test �3σ�

Do tej pory rachunek prawdopodobie«stwa wykorzystywali±my jedynie do obliczania warto±ci
oczekiwanych zmiennych losowych. O pojawiaj¡cych si¦ rozkªadach prawdopodobie«stwa
zakªadali±my niewiele poza tym, »e potrzebne nam warto±ci oczekiwane istniej¡ i s¡ sko«czone.
Pozwoliªo nam to znajdowa¢ oceny (estymatory) mierzonych wielko±ci �zycznych. Dokªadna
znajomo±¢ prawdopodobie«stw zdarze« jest za to niezb¦dna, gdy na podstawie do±wiadcze«
(pomiarów) poddajemy testom hipotezy przyjmowane podczas bada«.

Na przykªad:

� Rozwa»ania teoretyczne prowadz¡ do wniosku, »e pewna wielko±¢ ma warto±¢ µ � to nasza
hipoteza.

� Wykonujemy pomiary i otrzymujemy jako ich wynik warto±¢ x̂ i jej niepewno±¢ u(x̂), przy
czym, na ogóª x̂ 6= µ.

� Pytanie: Jak oceni¢, czy nasz wynik jest zgodny z przewidywaniami teorii? Jak du»a
ró»nica mi¦dzy x̂ i µ upowa»nia do odrzucenia hipotezy, tzn. odrzucenia modelu
teoretycznego?

Sposób formuªowania i rozstrzygania tego pytania w ramach statystyki ilustruje Przykªad 8
w �18 Slajdów/transparencji do wykªadu. Wyobra¹my sobie, »e znajomy, dla zabicia jego
i naszej nudy, zaproponowaª nam gr¦ w �orªa i reszk¦�. Dodatkowo, »eby gra byªa
emocjonuj¡ca zaproponowaª, »e za ka»dym razem, kiedy wypadnie reszka on pªaci nam
k zªotych, a gdy wypadnie orzeª, my pªacimy jemu tak¡ sam¡ stawk¦. Przebieg gry
w pierwszych 8 rzutach opisuje Przykªad 8: 7 razy wypadª orzeª. Czy powinni±my uzna¢, »e
moneta znajomego nie jest �uczciwa� i przerwa¢ gr¦? Gdy moneta jest uczciwa taki wynik
nie jest niemo»liwy, ale wydaje si¦ nam maªo prawdopodobny � rachunek prawdopodobie«stwa
pozwala obliczy¢, »e rzucaj¡c uczciw¡ monet¡, taki wynik (7 lub wi¦cej orªów w 8 rzutach)zdarzaªby
si¦ rzadziej ni» raz na 28 rozgrywek. Nasza decyzja b¦dzie zale»aªa od tego, jak bardzo bolesna
jest dla nas strata k zªotych � to mo»liwy koszt decyzji �gram dalej�. Z drugiej strony,
przerwanie gry i zarzucenie znajomemu nieuczciwo±ci te» mo»e by¢ kosztowne, zwªaszcza je±li
jest to np. nasz szef. Musimy zdecydowa¢ jakie ryzyko przerwania gry , gdy moneta jest uczciwa
jeste±my w stanie zaakceptowa¢. W j¦zyku matematyki: jakie prawdopodobie«stwo odrzucenia
hipotezy prawdziwej (tj. popeªnienia bª¦du I rodzaju) jeste±my skªonni zaakceptowa¢.
W Przykªadzie 8, testowana hipoteza, to stwierdzeniemoneta jest uczciwa. Prawdopodobie«stwo
wyniku rzeczywi±cie zaobserwowanego lub jeszcze mniej korzystengo dla testowanej hipotezy,
obliczone zostaªo przy zaªo»eniu, »e testowana hipoteza jest prawdziwa. Jeli tak obliczone
prawdopodobie«stwo jest mniejsze od przyj¦tej przez nas warto±ci krytycznej � akceptowanego
prawdopodobie«stwa odrzucenia hipotezy prawdziwej, to hipotez¦ odrzucamy, tzn. uznajemy,
»e jest faªszywa. W przeciwnym razie nie odrzucamy testowanej hipotezy � nie znaczy to, »e
uznajemy j¡ za prawdziw¡, a jedynie, »e w ±wietle zebranych danych (wynik serii rzutów) nie
mamy podstaw do jej odrzucenia.
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W przypadku porównania wyniku pomiaru z warto±ci¡ przewidywan¡ teoretycznie (Pytanie 1)
post¦powanie jest dokªadnie analogiczne. Je»eli zaªo»ymy, »e wynik naszego pomiaru podlega
rozkªadowi Gaussa, to znaj¡c parametry tego rozkªadu potra�my obliczy¢ prawdopodobie«stwo
tego, »e ró»ni si¦ on od zadanej (przewidzianej teoretycznie) warto±ci wi¦cej ni» obserwowana
rzeczywi±cie ró»nica. Obliczone prawdopodobie«stwo porównujemy z przyj¦t¡ przez nas
warto±ci¡ krytyczn¡. W �codziennej� praktyce za t¦ warto±¢ krytyczn¡ przyjmuje si¦ zwykle
prawdopodobie«stwo odpowiadaj¡ce ró»nicy wyniku pomiaru i przewidywa« teorii wi¦kszej ni»
trzy razy niepewno±¢ pomiaru � odpowiada to warto±ci 3 · σ rozkªadu Gaussa i st¡d nazwa
testu.
Pytanie 2 z �17 Slajdów/transparencji do wykªadu dotyczy zgodno±ci wyników dwóch pomiarów
tej samej wielko±ci (testowana hipoteza), ale z ró»nymi niepewno±ciami. Udzielaj¡c odpowiedzi
korzystamy tu z faktu, »e ró»nica dwóch zmiennych losowych podlegaj¡cych rozkªadom Gaussa
o takich samych warto±ciach oczekiwanych, ale ró»nych wariancjach podlega rozkªadowi Gaussa
o warto±ci oczekiwanej zero i wariancji równej sumie wariancji odejmowanych zmiennych.

Prawdopodobie«stwo krytyczne odpowiadaj¡ce ró»nicy �3σ� jest tu wyborem arbitralnym, ale
dosy¢ cz¦stym.

Przykªadowe zadania do omówionej powy»ej cz¦±ci wykªadu.

Zadanie 1. Wykonano n = 245 pomiarów pojedynczego okresu drga« wahadªa
matematycznego. Je±li przez Ti, i = 1, . . . , n oznaczymy wynik pomiaru i-tego okresu, to:

n∑
i=1

Ti = 694 s,
n∑

i=1
(Ti − T̄ )2 = 1, 1824 s2.

Zakªadaj¡c, »e pomiary te wykonano stoperem pozwalaj¡cym na odczyt czasu z dokªadno±ci¡
∆ = 0, 01 s wyznacz okres wahadªa i jego niepewno±¢.

Zadanie 2. Podczas zaj¦¢ pracowni �zycznej pi¦ciu kolejnych studentów mierzyªo, ka»dy
jednokrotnie, warto±¢ wspóªczynnika zaªamania n tej samej szklanej pªytki pªasko-równolegªo±ciennej.
Pomiary wykonywali metod¡ pomiaru przesuni¦cia promienia ±wietlnego, jakiemu ulega on po
przej±ciu przez pªytk¦. Ka»dy ze studentów wykonaª pomiar dokªadnie w ten sam sposób,
rzucaj¡c promie« ±wietlny o tej samej dªugo±ci fali na pªytk¦ pod tym samym k¡tem. Otrzymali
oni nast¦puj¡ce warto±ci wspóªczynnika zaªamania: 1,4629; 1,4392; 1,4761; 15011 oraz 1,4992.
Niestety, ostatni student po wykonaniu pomiaru stªukª pªytk¦. Asystent wiedziaª, »e pªytka
wykonana byªa z jednego z typów szkªa:

� kwarcowego o wspóªczynniku zaªmania 1,4584;

� kron o wspóªczynniku zaªamania 1,5162;

� �int kron o wspóªczynniku zaªamania 1,6032 lub

� szkªa oªowiowego kron o wspóªczynniku zaªamania 1,7550.

Pªytk¦ z jakiego typu szkªa musi zamoówi¢ asystent, aby uzupeªni¢ brak?
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Zadanie 3. Podczas zaj¦¢ pracowni �zycznej trzej studenci: A, B oraz C mierzyli g¦sto±¢
trzech próbek metalu (ka»dy ze studentów badaª jedn¡ próbk¦) dostarczonych przez asystenta.
O asystencie wiadomo, »e dysponuje tylko dwoma typami próbek, jakie daje studentom do
analizy i s¡ to próbki »elaza i chromu. W tablicach mo»na znale¹¢, »e g¦sto±¢ »elaza wynosi
7,874 g/cm3, a chromu 7,140 g/cm3. Dwaj studenci A i B wykonali prostsze pomiary
i z momentem zako«czenia zaj¦¢ otrzymali nast¦puj¡ce rezultaty: ρA = (7, 09 ± 0, 15) g/cm3,
ρB = (8, 01± 0, 15) g/cm3. Trzeci student wybraª bardziej pracochªonn¡ metod¦ i w momencie
zako«czenia zaj¦¢ dysponowaª nast¦puj¡cym czterokrotnym pomiarem g¦sto±ci swojej próbki:
7,03, 6,67, 7,23 oraz 7,61 (wszystkie wyniki w g/cm3).

(a) Przeprowad¹ analiz¦, jak¡ b¦dzie musiaª wykona¢ student C i podaj ocen¦ g¦sto±ci ρC
oraz jej niepewno±¢, jakie wynikaj¡ z jego danych.

(b) Zidenty�kuje rodzaj metalu, który badaª ka»dy ze studentów.
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