
Analiza niepewno±ci pomiarowych
Wst¦p do analizy danych

Wykªady 2 i 3
Rozkªady prawdopodobie«stwa:

dwumianowy, Poissona i normalny (Gaussa)

1 Uwagi wst¦pne

Wykªad 1 zako«czyli±my de�nicj¡ pomiaru jako porównania z wzorcem nierzonej wielko±ci.
Zde�nowali±my tak»e poj¦cie bª¦du pomiaru jako ró»nicy wyniku pomiaru i warto±ci
dokªadnej. �5 Slajdów/transparencji do wykªadu ko«czy podziaª bª¦dów pomiaru na: bª¦dy
grube, systematyczne oraz przypadkowe. Zaczynamy od sformuªowania matematycznego
modelu bªedów przypadkowych. Posªu»ymy si¦ rachunkiem prawdopodobie«stwa.
Aksjomaty rachunku prawdopodobie«stwa przypomniane zostaªy w �6 Slajdów/transparencji
do wykªadu. Podczas wykªadów 2 i 3 przedyskutowane zostaªy przykªady rozkªadów
prawdopodobie«stwa: rozkªad dwumianowy, rozkªad Poissona i rozkªad normalny (zwany te»
rozkªadem Gaussa. Poni»ej przytaczone s¡ ich de�nicje i wyprowadzenia przydatnych wzorów.

2 Rozkªad dwumianowy

Wykonujemy n losowych prób. Wynikiem ka»dej próby jest sukces lub pora»ka (trzeciej
mo»liwo±ci nie ma). W ka»dej próbie prawdopodobie«stwo uzyskania sukcesu wynosi
p, 0 ≤ p ≤ 1, a pora»ki q. Oczywi±cie, p + q = 1. Próby s¡ niezale»ne, tzn. wynik kolejnej
próby jest niezale»ny od wyników wszystkich poprzednich prób.

Pytanie: Jakie jest przwdopodobie«stwo P (k;n, p) uzyskania dokªadnie k sukcesów w serii
n takich prób?

Je±li oznaczymy sukces jako +, a pora»k¦ jako �, to wynik kolejnych n prób zapiszemy jako
ci¡g n znaków + i � :

++−+−−+ . . . . . .+−−−++−−+ ,

w którym wyst¡pi k znaków + i n− k znaków �. Prawdopodobie«stwo uzyskania
konkretnego ci¡gu uzyskamy obliczaj¡c warto±¢ iloczynu n liczb p i q, w którym
znaki + zast¡pimy prawdopodobie«stwem p, a znaki � prawdopodobie«stwem q:

P (+ +−+−−+ . . .+−−−++−−+) = p ·p ·q ·p ·q ·q ·p . . . p ·q ·q ·q ·p ·p ·q ·q ·p = pk ·qn−k.
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Prawdopodobie«stwo uzyskania dokªadnie k sukcesów otrzymamy sumuj¡c prawdopodobie«stwa
wszystkich mo»liwych ci¡gów k znaków + i n−k znaków � ró»ni¡ce si¦ poªo»eniami tych znaków.
Wiemy, »e n ró»nych obiektów mo»emy przestawi¢ na n! := 1 · 2 · 3 . . . (n − 1) · n sposobów
(przyjmujemy, »e 0! = 1). Jednak wszystkie przestawienia mi¦dzy sob¡ znaków + w naszym
ci¡gu opisuj¡ ten sam wynik, podobnie jest z przestawieniami znaków �. Liczb¦ ró»nych ci¡gów
n znaków + i n−k znaków � otrzymamy, gdy podzielimy n! przez liczb¦ mo»liwych przestawie«
znaków + i znaków �. Otrzymamy, »e liczba ró»nych ci¡gów z dokªadnie k znakami + wynosi:

n!

k!(n− k)!
.

Prawdopodobie«stwo P (k;n, p) uzyskania dokªadnie k sukcesów w n niezale»nych próbach, gdy
prawdopodobie«stwo sukcesu w ka»dej próbie wynosi p jest równe:

P (k;n, p) =
n!

k!(n− k)!
pkqn−k.

Sprawdzamy, »e suma prawdopodobie«stw otrzymania wszystkich mo»liwych warto±ci k od
k = 0 do k = n wynosi 1, tak jak powinna:

k=n∑
k=0

P (k;n, p) =
k=n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
pkqn−k = (p+ q)n = 1.

Otrzymany rozkªad prawdopodobie«stwa dyskretnej zmiennej losowej k nazywany jest
rozkªadem dwumianowym.

Obliczmy ile wynosi warto±¢ oczekiwana E(k) liczby sukcesów k, .

E(k) =
k=n∑
k=0

kP (k;n, p) =
k=n∑
k=1

k
n!

k!(n− k)!
pkqn−k =

k=n∑
k=0

k
n!

k!(n− k)!
pkqn−k

De�niujemy nowy wska¹nik sumowania, l = k − 1 i korzystamy z wªasno±ci silni:
k! = k · (k − 1)! = k · (l)!. Otrzymujemy:

E(k) = np
l=n−1∑
l=0

(n− 1)!

l!(n− 1− l)!
plqn−1−l = np(p+ q)n−1 = np.

W ostatnich dwóch równo±ciach skorzystali±my z rozwin¦cia dwumianu Newtona i z faktu,
»e p+ q = 1.

Obliczmy tak»e ile wynosi wariancja V ar(k) liczby sukcesów k, nazywana tak»e ±rednim
odchyleniem kwadratowym:

V ar(k) :=
k=n∑
k=0

(k − E(k))2 P (k;n, p).

W obliczaniu wariancji bardzo pomocne jest poni»sze twierdzenie.
Twierdzenie: Dla dowolnej zmiennej losowej x, dla której istniej¡ warto±ci oczekiwane E(x)
oraz E(x2) i obie te warto±ci s¡ sko«czone, zachodzi równo±¢:

E((x− E(x))2 = E(x2)− (E(x))2
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Dowód przez wykonanie oblicze«. Korzystamy z faktów: (a) warto±¢ oczekiwana jest liczb¡
oraz (b) warto±¢ oczekiwana dowolnej zmiennej losowej x mno»onej przez dowoln¡ liczb¦ α
równa jest warto±ci oczekiwanej x mno»onej przez t¦liczb¦:

E(αx) = αE(x).

Wykonujemy obliczenia:

E(((x− E(x))2) = E(x2 − 2xE(x) + (E(x))2) = E(x2)− 2E(x)E(x) + (E(x))2 = E(x2)− (E(x))2.

Do obliczenia V ar(k) potrzebujemy wi¦c ju» tylko obliczy¢ E(k2). Mo»emy post¦powa¢
podobnie jak poprzednio. B¦dziemy musieli dwukrotnie zmienia¢ wska¹nik sumowania...
Spróbujmy jednak innej metody. Potraktujmy nasz wzór tak, jakby p i q byªy niezale»nymi
zmiennymi i dopiero na samym ko«cu oblicze« skorzystajmy z faktu, »e p+ q = 1.

E(k2) =
k=n∑
k=0

k2P (k;n, p)

=
k=n∑
k=1

k2
n!

k!(n− k)!
pkqn−k

= p
∂

∂p
p
∂

∂p

(
n∑
k=0

n!

k! · (n− k)!
pkqn−k

)
.

Suma w nawiasie jest rozwini¦ciem dwumianu (p+ q)n. Skorzystajmy z tego:

E(k2) = p
∂

∂p
p
∂

∂p

(
n∑
k=0

n!

k! · (n− k)!
pkqn−k

)

= p
∂

∂p
p
∂

∂p
(p+ q)n

= p
∂

∂p
p(n(p+ q)n−1

= p(n(p+ q)n−1 + n(n− 1)p(p+ q)n−2

= np+ n(n− 1)p2

= np+ n2p2 − np2

W ostatnich dwóch linijkach skorzystali±my z faktu »e p+ q = 1. Mo»emy teraz skorzysta¢
z udowodnionego przed chwil¡ twierdzenia i otrzyma¢:

E((k − E(k))2) = np− np2 = np(1− p) = npq.
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Rozkład dwumianowy (n  = 62)
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Histogramy prawdopodobie«stw rozkªadu dwumianowego dla n = 62 i ró»nych warto±±ci p.
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3 Rozkªad Poissona

Zbadajmy graniczn¡ posta¢ rozkªadu dwumianowego, gdy liczba prób n→∞, p→ 0
i jednocze±nie warto±¢ oczekiwana liczby sukcesów pozostaje staªa, np = λ. Podstawmy warto±¢
p = λ/n do wzoru na P (k;n, p):

P (k;n, p) =
n!

k! · (n− k)!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!

n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

nk

(
1− λ

n

)n−k

=
λk

k!
· 1 ·

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
(1− λ

n
)n

(1− λ
n
)k
→ λk

k!
e−λ.

Przechodz¡c do granicy z n → ∞ skorzystali±my z faktu, »e iloczyn sko«czonej liczby (k jest
znane i sko«czone) wyrazów maj¡cych sko«czone granice d¡»y do iloczynu tych granic oraz
tego, »e, gdy n→∞: (

1− λ

n

)n
→ e−λ.

Otrzymali±my rozkªad prawdopodobie«stwa dyskretnej zmiennej losowej k zwany
rozkªadem Poissona:

P (k;λ) =
λk

k!
e−λ.

Podobnie jak w przypadku rozkªadu dwumianowego sprawdzamy, »e podany wy»ej rozkªad
prawdopodobie«stwa liczby sukcesów �sumuje si¦� do 1 oraz obliczymy warto±ci oczekiwane
E(k), E(k2) oraz E((k − E(k))2):

∞∑
k=0

P (k;λ) =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1.

Skorzystali±my z rozwini¦cia funkcji eλ w szereg pot¦gowy. Przekonali±±my si¦, »e tak, jak by¢
powinno suma prawdopodobie«stw jest równa 1.

Obliczmy warto±¢ oczekiwan¡ liczby sukcesów, k, podlegaj¡cej rozkªadowi Poissona:

E(k) =
∞∑
k=0

kP (k;λ) =
∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k
λk

k!
e−λ = λ

∞∑
l=0

λl

l!
e−λ = λ.

Obliczmy tak»e warto±¢ oczekiwan¡ k2:

E(k2) =
∞∑
k=0

k2P (k;λ) =
∞∑
k=0

k2
λk

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k2
λk

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k
λk

(k − 1)!
e−λ =

∞∑
l=0

(l + 1)
λl+1

l!
e−λ.

Ostatni¡ z równo±ci otrzymali±my zmieniaj¡c wska¹nik sumowania na l = k − 1. Zauwa»amy,
»e otrzymali±my sum¦ poprzedniego wyniku mno»onego przez λ oraz λ:

∞∑
l=0

(l + 1)
λl+1

l!
e−λ = λ

∞∑
l=0

l
λl

l!
e−λ + λ = λ2 + λ.
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Korzystaj¡c z poprzednio idowodnionego twierdzenia otrzymujemy warto±¢
wariancji dyskretnej zmiennej losowej podlegaj¡cej rozkªadowi Poissona:

V ar(k) = E((k − E(k))2) = λ2 + λ− λ2 = λ.

Warto zapami¦ta¢, »e warto±¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej podlegaj¡cej

rozkªadowi Poissona s¡ sobie równe.

Rozkªad Poissona jest przydatny do analizowania zjawisk, w których prawdopodobie«stwo
�sukcesu� jest maªe, a warto±¢ oczekiwana liczby sukcesów jest znana. Na przykªad liczba
goli strzelonych przez jednego zawodnika w jednym meczu. Je±li na podstawie wyników wielu
meczów ustalimy, »e zawodnik ten strzela ±rednio λ = 1, 2 gola w jednym meczu, to rozkªad
Poissona pozwoli nam obliczy¢ prawdopodobie«stwa strzelenia przez niego k = 0, 1, 2, . . .
bramek w kolejnym meczu (takie analizy s¡ rzeczywi±cie wykonywane przez zawodowych
komentatorów sportowych). Podobn¡ analiz¦ mo»emy przprowadzi¢ w odniesieniu do liczby
samochodów przeje»d»aj¡¡cych w ci¡gu godziny maªo ucz¦szczan¡ uliczk¡.

W �zyce rozkªad Poissona u»ywany jest mi¦dzy innymi do analizowania procesów rozpadu
promieniotwórczego.
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Rozkład Poissona
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Histogramy prawdopodobie«stw rozkªadu Poissona dla ró»nych warto±±ci λ.
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4 Rozkªad Gaussa � Graniczna posta¢ rozkªadu

dwumianowego (n→∞).

Oblicznie prawdopodobie«stw zadanych rozkªadem dwumianowym dla du»ej liczby prób n jest
kªopotliwe ze wzgl¦du na konieczno±¢ obliczania silni du»ych liczb. Zbadajmy jak zachowuje
si¦ P (k; p, n) dla du»ych n. Posªu»ymy si¦ przybli»eniem silni za pomoc¡ wzoru Stirlinga:

n! ≈ nne−n
√
2πn = nn+

1
2 e−n
√
2π.

do wyra»enia przybli»onej warto±ci logarytmu naturalnego P (k;n, p). Dla uproszczenia notacji
zapisujmy dalej ln(P (k;n, p) jako ln(P ):

ln(P ) = ln

(
n!

k!(n− k)!
pkqn−k

)

≈ (n+
1

2
) ln(n)− (k +

1

2
) ln(k)− (n− k + 1

2
) ln(n− k) + k ln(p)− (n− k) ln(q)− 1

2
ln(2π)

= −(k + 1

2
) ln(

k

np
)− (n− k + 1

2
) ln(

n− k
nq

)− 1

2
ln(2πnpq).

Znak przybli»onej równo±ci zwi¡zany jest z podstawieniem przybli»enia Stirlinga zamiast
n!, k!(n− k)!. Dalej dokonywali±my jedynie przegrupowania wyrazów i korzystali±my
z wªasno±ci funkcji logarytm. Otrzymany wzór nie jest jeszcze do±¢ wygodny do badania
zachowania P (k;n, p) dla du»ych n. Przyjrzyjmy si¦ histogramom P (k;n, p). Dosy¢ ªatwo
zauwa»y¢, »e maksimum osi¡gan ejest dla k ≈ np, a warto±ci istotnie ró»ne od zera skupiaj¡
si¦ w pobli»u tego maksimum, w obszarze warto±ci: np−√npq ≤ k ≤ np+

√
npq. Zde�niujmy

wi¦c now¡ zmienn¡:

x :=
k − np
√
npq

,

Mamy wówczas:

k = np+ x
√
npq ; n− k = nq − x√npq

Podstawiamy oba wyra»enia do otrzymanego wy»ej wzoru na przybli»enie ln(P ). Dostajemy:

ln(P ) ≈ −1

2
ln(2πnpq)−(np+x

√
npq+

1

2
) ln

(
1 + x

√
q

np

)
−(nq−x√npq+ 1

2
) ln

(
1− x

√
p

nq

)
.

Do znalezienia przydatnego rozwini¦cia ln(P ) potrzebne b¦dzie nam jeszcze rozwini¦cie
logarytmu naturalnego. Zacznijmy od przedstawienia logarytmu za pomoc¡ caªki:

ln(1 + z) =
∫ z

0

dt

1 + t
.

Interesuje nas rozwini¦cie dla maªych warto±ci z. Przyjmijmy |z| < 1, wówczas tak»e |t| < 1
w wyra»eniu podcaªkowym i mo»emy to wyra»enie przedstawi¢ jako sum¦ szeregu
geometrycznego:

ln(1 + z) =
∫ z

0
dz

( ∞∑
l=0

(−t)l
)

=
∞∑
l=0

(−1)l z
l+1

l + 1
= z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ . . . .
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Dla ln(1− z), gdy |z| < 1 otrzymujemy rozwini¦cie (wystarczy w powy»szym wzorze podstawi¢
−z w niejsce z):

ln(1− z) = −z − z2

2
− z3

3
− z4

4
− . . . .

Po podstawieniu do przybli»enia ln(P ), wykonaniu mno»e« i uporz¡dkowaniu wyrazów wedªug
pot¦g x i n otrzymujemy przybli»enie:

ln(P ) ≈ −1

2
ln(2πnpq)− x2

2
+
x(p− q)
2
√
npq

− x2(p2 + q2)

npq
+
x3(q2 − p2)
6
√
npq

+ . . . .

Dalsze wyrazy, pomini¦te w powy»»szym rozwini¦ciu, maj¡ w liczniku x w pot¦dze 4 lub
wi¦kszej, a w mianowniku npq w pot¦¦dze 3/2 lub wi¦kszej. Ze wzrostem n pozostaj¡ dwa
dominuj¡¡ce wyrazy:

ln(P ) ≈ −1

2
ln(2πnpq)− x2

2
.

Ostatecznie, dla dla du»ych n otrzymali±my przybli»»enie:

P (k;n, p) ≈ 1√
2πnpq

exp(−x
2

2
) =

1√
2πnpq

exp

(
−(k − np)2

2npq

)
.

Rysunek na nast¦pnej stronie pokazuje, jak dobrze, otrzymane przybli»enie (linie ci¡gªe)
�pasuje� do histogramów P (k;n, p) dla n = 62 i ró»nych warto±ci p. Dla niebieska linia ci¡gªa,
dla p = 25/62 przebiega niemal dokªadnie przez wierzchoªlki sªupków niebieskiego histogramu.
Dla p = 10/62) � histogram i linia zielona i dla p = 50/62 � histogram i linia czerwona, zgodno±¢
jest nieco gorsza, ale ci¡gle niezªa. Zielony histogram przewy»sza odpowiedni¡ ci¡gª¡ krzyw¡
na lewo od swego maksimum, a czerwony na prawo � zgodnie z �wpªywem� pierwszego odrzu-
conego wyrazu,liniowego w x, w przybli»eniu ln(P ).

Otrzymany wzór przybli»ony uªatwia posªugiwanie si¦ rozkªadem dwumianowym, gdy liczba
prób jest du»a, a prawdopodobie«stwo sukcesu jest bliskie p = 1/2. W dalszej cz¦±ci wykªadu
� �11 i nast¦pne Slajdów/transparencji do wykªadu � wzóposªu»y do sformuªowania modelu
rozkªadu prawdopodobie«stwa dla warto±ci przyjmowanych przez bª¦dy przypadkowe.
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Rozkład dwumianowy (n  = 62)

0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

0,14

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

liczba k  sukcesów

p
ra

w
d

o
p

o
d

o
b

ie
ń

st
w

o
 P

( k
;n

,p
)

np  = 10 np  = 25 np  = 50

( )
( )

( )
!

; , 1
! !

n kn kP k n p p p
k n k

−
= −

−

Porównanie dokªadnych warto±ci prawdopodobie«stw rozkªadu dwumianowego (histogramy)
z obliczonymi za pomoc¡ wyprowadzonego wy»ej wzoru przybli»onego (linie ci¡gªe).
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