Analiza niepewnosci pomiarowych
Wstep do analizy danych
Wyktady 21 3
Rozktady prawdopodobienstwa:
dwumianowy, Poissona i normalny (Gaussa)

1 Uwagi wstepne

Wyktad 1 zakoniczyliSmy definicja pomiaru jako poréwnania z wzorcem nierzonej wielkosci.
Zdefinowalisémy takze pojecie btedu pomiaru jako réznicy wyniku pomiaru i wartosci
doktadnej. 85 Slajdow/transparencji do wyktadu koticzy podzial bledow pomiaru na: bledy
grube, systematyczne oraz przypadkowe. Zaczynamy od sformutowania matematycznego
modelu bledow przypadkowych. Poshuzymy sie rachunkiem prawdopodobieristwa.
Aksjomaty rachunku prawdopodobienstwa przypomniane zostaly w §6 Slajdow/transparencji
do wyktadu. Podczas wyktadow 2 i 3 przedyskutowane zostaly przyktady rozktadow
prawdopodobieristwa: rozklad dwumianowy, rozktad Poissona i rozktad normalny (zwany tez
rozktadem Gaussa. Ponizej przytaczone sg ich definicje i wyprowadzenia przydatnych wzorow.

2 Rozklad dwumianowy

Wykonujemy n losowych prob. Wynikiem kazdej proby jest sukces lub porazka (trzeciej
mozliwosci nie ma). W kazdej probie prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu wynosi

p, 0 < p <1, a porazki q. Oczywiscie, p + ¢ = 1. Proby sa niezalezne, tzn. wynik kolejnej
proby jest niezalezny od wynikéw wszystkich poprzednich prob.

Pytanie: Jakie jest przwdopodobienstwo P(k;n,p) uzyskania doktadnie k sukceséw w serii
n takich prob?

Jesli oznaczymy sukces jako +, a porazke jako —, to wynik kolejnych n prob zapiszemy jako
ciag n znakow + 1 —:

-t —— .. ==ttt

w ktorym wystapi k£ znakow + i n — k znakéw —. Prawdopodobienistwo uzyskania
konkretnego ciagu uzyskamy obliczajac wartos$¢ iloczynu n liczb p i ¢, w ktérym
znaki + zastapimy prawdopodobienstwem p, a znaki — prawdopodobienstwem g¢:

P4+ —+——+. ===+t ——H)=ppqpqqp...pqqqppqqp=p-q"



Prawdopodobienstwo uzyskania dokladnie £k sukceséw otrzymamy sumujac prawdopodobienistwa
wszystkich mozliwych ciagéw k znakow + i n—k znakow — rozniace sie potozeniami tych znakow.
Wiemy, ze n roznych obiektow mozemy przestawi¢ na n! := 1-2-3...(n — 1) - n sposobow
(przyjmujemy, ze 0! = 1). Jednak wszystkie przestawienia miedzy soba znakéw + w naszym
ciggu opisuja ten sam wynik, podobnie jest z przestawieniami znakéw —. Liczbe réznych ciggéw
n znakow + i n—k znakoéw — otrzymamy, gdy podzielimy n! przez liczbe mozliwych przestawien
znakoéw + i znakow —. Otrzymamy, ze liczba roznych ciagéw z dokladnie £ znakami + wynosi:

n!

kl(n — k)

Prawdopodobienstwo P(k;n,p) uzyskania dokladnie k sukcesoéw w n niezaleznych probach, gdy
prawdopodobienstwo sukcesu w kazdej probie wynosi p jest réwne:
n!
P(k;n,p) = ————ptq" " .
(ki p) =il

Sprawdzamy, ze suma prawdopodobienistw otrzymania wszystkich mozliwych wartosci £ od
k =0 do k =n wynosi 1, tak jak powinna:

k=n k=n n
P(kin,p) =Y ——p"¢" " =(p+q¢" =1
Z 2 W)

Otrzymany rozklad prawdopodobienstwa dyskretnej zmiennej losowej k nazywany jest
rozkladem dwumianowym.

Obliczmy ile wynosi warto$é oczekiwana £(k) liczby sukcesow k, .

S = n! = n!
E(k) = kP(k;n,p) = k———pkgnF = ke pkgrk
» 2 2 R =)

Definiujemy nowy wskaznik sumowania, [ = k — 1 i korzystamy z wtasnosci silni:
El=Fk-(k—1)!=k- (). Otrzymujemy:

k) =mp 3 Mﬂq

=0

" =np(p 4+ )" = np.

W ostatnich dwoch rownosciach skorzystaliSmy z rozwinecia dwumianu Newtona i z faktu,
zep+q=1.

Obliczmy takze ile wynosi wariancja Var(k) liczby sukcesow k, nazywana takze Srednim
odchyleniem kwadratowym:

k=n

Var(k) := Z (k — 5(k))2 P(k;n,p).

k=0

W obliczaniu wariancji bardzo pomocne jest ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie: Dla dowolnej zmiennej losowej x, dla ktorej istnieja wartosci oczekiwane &(z)
oraz £(x?) i obie te wartoSci sa skonczone, zachodzi rownosé:

E((x —E(@)* =£(a?) — (£(x))?



Dowod przez wykonanie obliczen. Korzystamy z faktow: (a) warto$é¢ oczekiwana jest liczba
oraz (b) warto$¢ oczekiwana dowolnej zmiennej losowej x mnozonej przez dowolna liczbe «
rowna jest wartosci oczekiwanej x mnozonej przez teliczbe:

E(ax) = a&(x).

Wykonujemy obliczenia:

E(((z = £(2))*) = £(a* — 20&(x) + (£(2))*) = £(2?) — 28 (2)E(w) + (E(w))* = E(a7) — (E(x))*.

Do obliczenia Var(k) potrzebujemy wige juz tylko obliczy¢ £(k?). Mozemy postepowac
podobnie jak poprzednio. Bedziemy musieli dwukrotnie zmienia¢ wskaznik sumowania...
Sprobujmy jednak innej metody. Potraktujmy nasz wzor tak, jakby p i ¢ byty niezaleznymi
zmiennymi i dopiero na samym koricu obliczen skorzystajmy z faktu, ze p+ ¢ = 1.

k=n

E(R*) = > K*P(kin,p)
k=0
k=n n!

— k’2 k n—k
,;1 Kn— k) !

0 0 n! P
- p@pp8p<k§:ok!~(n—k:)!pq )

Suma w nawiasie jest rozwinieciem dwumianu (p + ¢)". Skorzystajmy z tego:

0 0 (& n!
2y o ek on—k
EW) = py,ra, (Zk!-(n—k)!pq )

k=0

PP (p+4q)

a n—1
pafpp(n(p +q)

p(n(p+q)" " +n(n—1)pp+q)" >
= np+n(n—1)p°

= np+n’p* —np’

W ostatnich dwoch linijkach skorzystalismy z faktu ze p + ¢ = 1. Mozemy teraz skorzystac
z udowodnionego przed chwila twierdzenia i otrzymac:

E((k — E(K))?) = np — np® = np(1 — p) = npqg.
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Histogramy prawdopodobienstw rozkladu dwumianowego dla n = 62 i r6znych wartossci p.



3 Rozklad Poissona

Zbadajmy graniczng postac¢ rozktadu dwumianowego, gdy liczba prob n — oco,p — 0
i jednoczesnie wartos$¢ oczekiwana liczby sukceséw pozostaje stata, np = A. Podstawmy wartos¢
p = A/n do wzoru na P(k;n,p):

e = 3 -2
_ Nam-D)m-2). . (n—k+1) (1_A>M

k! nk

Ak 1 2 E—1\ (1=2)" M )
= (1= (1=2) . 1= e

Kl < n>( n> ( n )(1_g)k_>k!€

Przechodzac do granicy z n — oo skorzystalismy z faktu, ze iloczyn skoriczonej liczby (k jest
znane i skoriczone) wyrazéw majacych skoriczone granice dazy do iloczynu tych granic oraz

tego, ze, gdy n — oc:
)\ n
<1 — ) — e
n

Otrzymali$my rozklad prawdopodobienistwa dyskretnej zmiennej losowej k zwany
rozkladem Poissona:

3

Ak >\'

P(k; \) = Ty

Podobnie jak w przypadku rozktadu dwumianowego sprawdzamy, ze podany wyzej rozklad
prawdopodobienistwa liczby sukceséw ,sumuje sie” do 1 oraz obliczymy wartosci oczekiwane

E(k),E(K?) oraz E((k — E(k))?):

oo)\k . _)\OO)\k o
ZP[{:/\ Z]{;l =e k:()ﬁ:e et = 1.

Skorzystaliémy z rozwiniecia funkcji e* w szereg potegowy. Przekonalisémy sie, ze tak, jak by¢é
powinno suma prawdopodobienstw jest rowna 1.

Obliczmy wartos§é¢ oczekiwang liczby sukceséw, k, podlegajacej rozktadowi Poissona:

o) o) )\k \ o] )\k /\ o) )\l N
k=0 k=0 k=1 1=0
Obliczmy takze warto$¢ oczekiwang k*:
00 o) /\k 00 )\k 00 )\k 00 )\l+1
F) =Y KPP\ =Y K se? =3 et =) ko——we =) (I+1) e
k=0 k=0 k! k=1 k! k=1 <k - 1)' =0 I!

Ostatnig z rownosci otrzymalidémy zmieniajac wskaznik sumowania na [ = k — 1. Zauwazamy,
ze otrzymaliSmy sume poprzedniego wyniku mnozonego przez A oraz A:

I+1

>+ 1) =e )\Zl—e‘“r)\ A2+ A
=0



Korzystajac z poprzednio idowodnionego twierdzenia otrzymujemy wartosé
wariancji dyskretnej zmiennej losowej podlegajacej rozkladowi Poissona:

Var(k) = E((k —E(k))*) = X2+ X = A2 =\

Warto zapamieta¢, ze warto§é oczekiwana i wariancja zmiennej losowej podlegajacej
rozkladowi Poissona sg sobie rowne.

Rozktad Poissona jest przydatny do analizowania zjawisk, w ktorych prawdopodobienstwo
,sukcesu” jest male, a warto$¢ oczekiwana liczby sukceséw jest znana. Na przyktad liczba
goli strzelonych przez jednego zawodnika w jednym meczu. Jesli na podstawie wynikéw wielu
mecz6w ustalimy, ze zawodnik ten strzela srednio A = 1,2 gola w jednym meczu, to rozktad
Poissona pozwoli nam obliczy¢ prawdopodobienistwa strzelenia przez niego £ = 0,1,2,...
bramek w kolejnym meczu (takie analizy sa rzeczywiscie wykonywane przez zawodowych
komentatoréw sportowych). Podobna analize mozemy przprowadzi¢ w odniesieniu do liczby
samochodéw przejezdzajagcych w ciagu godziny malo uczeszczana uliczks.

W fizyce rozklad Poissona uzywany jest miedzy innymi do analizowania proceséw rozpadu
promieniotworczego.
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4 Rozktad Gaussa — Graniczna postaé¢ rozkladu
dwumianowego (n — 00).

Oblicznie prawdopodobienstw zadanych rozkladem dwumianowym dla duzej liczby prob n jest
ktopotliwe ze wzgledu na koniecznos¢ obliczania silni duzych liczb. Zbadajmy jak zachowuje
sie P(k;p,n) dla duzych n. Postuzymy sie¢ przyblizeniem silni za pomoca wzoru Stirlinga:

B 1
n! =~ n"e "V2mn = n"t2e "V 2.

do wyrazenia przyblizonej wartosci logarytmu naturalnego P(k;n,p). Dla uproszczenia notacji
zapisujmy dalej In(P(k;n,p) jako In(P):

In(P) = In (Wp%”‘ﬂ

(n + ;) In(n) — (k + ;) In(k) — (n —k+ ;) In(n — k) + kln(p) — (n — k) In(q) — ;ln(27r)

1 k 1 n—=k
= —(k+§)ln(n—p)—(n—k+§)ln( ”

Q

1
) — 3 In(27npq).

Znak przyblizonej rownoéci zwigzany jest z podstawieniem przyblizenia Stirlinga zamiast

n!, k!(n — k)!. Dalej dokonywalismy jedynie przegrupowania wyrazow i korzystaliSmy

z wlasnosci funkeji logarytm. Otrzymany wzor nie jest jeszcze do$é wygodny do badania
zachowania P(k;n,p) dla duzych n. Przyjrzyjmy sie histogramom P(k;n,p). Dosy¢ tatwo
zauwazy¢, ze maksimum osiggan ejest dla £ ~ np, a wartosci istotnie rézne od zera skupiaja
si¢ w poblizu tego maksimum, w obszarze wartosci: np —/npq < k < np+ /npq. Zdefiniujmy
wiec nowa zmienna:

Mamy wowczas:

k=mnp+zy/npq; n—k=nqg—x\/npq

Podstawiamy oba wyrazenia do otrzymanego wyzej wzoru na przyblizenie In(P). Dostajemy:

In(P) ~ —; ln(27mpq)—(np+x\/n_m+;) In <1 + x@) —(nq—x\/n_pq~l—;) In <1 - $\/?> :

ng

Do znalezienia przydatnego rozwiniecia In(P) potrzebne bedzie nam jeszcze rozwiniecie
logarytmu naturalnego. Zacznijmy od przedstawienia logarytmu za pomoca caltki:

dt
14+t

ln(l—l—z):/oz

Interesuje nas rozwiniecie dla malych wartosci z. Przyjmijmy |z| < 1, wowcezas takze |t| < 1
w wyrazeniu podcatkowym i mozemy to wyrazenie przedstawi¢ jako sume szeregu
geometrycznego:

I+1 2 3 4

1n(1+z):/0zdz (i(-ﬁ) :i(—nllzﬂ :z—%+%—%+....

=0 =0




Dla In(1—z2), gdy |z| < 1 otrzymujemy rozwiniecie (wystarczy w powyzszym wzorze podstawié
—2z W niejsce 2):

Po podstawieniu do przyblizenia In(P), wykonaniu mnozen i uporzadkowaniu wyrazéow wedtug
poteg = i n otrzymujemy przyblizenie:
1 2 wl(p— 22(p? + g2 23(a2 — 2
In(P) ~ —=In(2mnpq) — — + b—q) 20" +q) + @ — ) +
2 2 2./npq npq 6./npq
Dalsze wyrazy, pominiete w powyzzszym rozwinieciu, maja w liczniku x w potedze 4 lub
wiekszej, a w mianowniku npg w poteedze 3/2 lub wiekszej. Ze wzrostem n pozostaja dwa
dominujagce wyrazy:

2

1
In(P) ~ ~3 In(2mnpq) — %

Ostatecznie, dla dla duzych n otrzymaliSmy przyblizzenie:

Pl ) 1 ( x2) 1 (k — np)?
n N ———XpP—( )= —F——=Xp | ——— | -
1P V2mnpq P75 V2mnpq p 2npq

Rysunek na nastepnej stronie pokazuje, jak dobrze, otrzymane przyblizenie (linie ciagle)
spasuje” do histogramow P(k;n,p) dla n = 62 i réznych wartosci p. Dla niebieska linia ciagla,
dla p = 25/62 przebiega niemal dokladnie przez wierzchollki stupkéw niebieskiego histogramu.
Dla p = 10/62) — histogram i linia zielona i dla p = 50/62 — histogram i linia czerwona, zgodnos¢
jest nieco gorsza, ale ciagle niezta. Zielony histogram przewyzsza odpowiednia ciagta krzywa
na lewo od swego maksimum, a czerwony na prawo — zgodnie z ,wplywem” pierwszego odrzu-
conego wyrazu,liniowego w x, w przyblizeniu In(P).

Otrzymany wzor przyblizony utatwia postugiwanie sie rozkladem dwumianowym, gdy liczba
prob jest duza, a prawdopodobieristwo sukcesu jest bliskie p = 1/2. W dalszej czesci wykltadu
— §11 i nastepne Slajdow/transparencji do wyktadu — wzopostuzy do sformutowania modelu
rozktadu prawdopodobienstwa dla wartosci przyjmowanych przez btedy przypadkowe.
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Porownanie doktadnych wartosci prawdopodobieristw rozktadu dwumianowego (histogramy)
z obliczonymi za pomocg wyprowadzonego wyzej wzoru przyblizonego (linie ciagle).
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