
Wykªad 7 � odpowiedzi do zada«

1 Uwagi wst¦pne

Wykªad 7 po±wi¦cony jest metodom testowania hipotez korzystaj¡cym ze statystyk
podlegaj¡cych rozkªadowi χ2. Omawiane w nim techniki dotyczyªy testowania jako±ci
dopasowania funkcji do wyników pomiarów oraz testowania hipotez dotycz¡cych rozkªadów
prawdopodobie«stwa. Zadania dotycz¡ jedynie pierwszego z tych zagadnie« i tylko takie
problemy pojawi¡ si¦ w zestawie zada« sprawdzianu zaliczaj¡cego wykªad. Testowanie rozkªadów
prawdopodobie«stwa jest zwykle znacznie bardziej pracochªonne od testowania jako±ci
dopasowania funkcji do danych do±wiadczalnych. W przypadku porównania z rozkªadem ci¡gªym
przeprowadzenie testu wymaga wyznaczenia zbioru prawdopodobie«stw pi za pomoc¡
caªkowania. W przykªadowych zadaniach ilustruj¡cych materiaª wykªadu ograniczymy si¦ wi¦c
do zagadnie« zwi¡zanych z badaniem dopasowania funkcji do wyników pomiarów.

Testowanie jako±ci dopasowania funckji jest zwykle ostatnim etapem analizy wyników do±wiad-
cze«. Zaczynamy od zebrania dannych xi 7−→ yi ± ui; i = 1, . . . , N . Otrzymane wyniki
analizujemy jako±ciowo wykonuj¡c wykresy z u»yciem ró»nych skal osi odci¦tych i rz¦dnych �
tzn. wykre±lamy wyniki np. w zmiennych (x, y), (x, ln y), (lnx, ln y) � w celu dostrze»enia
prawidªowo±ci. Nast¦pnie �odgadujemy� posta¢ funkcji opisuj¡cej zale»no±¢ y od x, a potem
znajdujemy warto±ci parametrów tej funkcji. Dopiero ostatnim krokiem jest statystyczny test
zgodno±ci wybranej funkcji (z dopasowanymi parametrami) z zebranymi wynikami pomiarów.

Zadania ko«cz¡ce Wykªad 7 zostaªy dobrane tak, »eby zilustrowa¢ ró»ne przypadki: a) gdy
test nie upowa»nia do odrzucenia hipotezy � Zadania 1 i 2 lub b) pozwala hipotez¦ odrzuci¢
� Zadanie 3. W Zadaniu 1 sprawdzamy, czy obserwowan¡ zale»no±¢ mo»na opisa¢ za pomoc¡
proporcjonalno±ci badanych wielko±ci � najlepsz¡ warto±¢ wspóªczynnika znajdujemy metod¡
najmniejszych kwadratów. W Zadaniu 2 podana w tre±ci warto±¢ wspóªczynnika jest cz¦±ci¡
testowanej hipotezy � taki charakter maj¡ np.badania jako±ci wyprodukowanych elmentów, gdy
sprawdzamy, czy ich parametry odpowiedaj¡ podanym warto±ciom nominalnym.

Dane w poni»szych zadaniach zostaªy wymy±lone przez ich autorów. Dyskusje otrzymanych
wyników staraj¡ si¦ jednak ilustrowa¢ rzeczywiste pytania, jakie pdczas analizy danych cz¦sto
mog¡ si¦ pojawia¢.
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2 Tre±ci i rozwi¡zania zada«

Dla uªatwienia ±ledzenia rozwi¡za« przypominamy tabel¦ warto±ci krytycznych statystyki R
obliczonych przy zaªo»eniu, »e podlega ona rozkªadowi χ2.

Tabela warto±ci krytycznych χ2

Liczba stopni swobody
α 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,01 9,21 11,35 13,28 15,08 16,81 18,47 20,09 21,67 23,21
0,05 5,99 7,82 9,49 11,07 12,59 14,07 15,51 16,92 18,31
0,10 4,61 6,25 7,78 9,24 10,64 12,02 13,36 14,68 15,99
0,15 3,79 5,32 6,75 8,12 9,45 10,75 12,03 13,29 14,53

Zadanie 1. Równanie stanu gazu doskonaªego ma posta¢: pV = nRT , gdzie p oznacza
ci±nienie, V obj¦to±¢, n liczb¦ moli gazu, T temperatur¦ gazu w skali Kelvina, aR to uniwersalna
staªa gazowa. Student badaª zmiany obj¦to±ci V dla n = 0, 05 mola gazu od jego temperatury
T przy staªym ci±nieniu p = 1015 hPa. Po ustaleniu temperatury T , pomiar obj¦to±ci V
powtarzaª wielokrotnie i obliczaª warto±¢ ±redni¡ V̄ . Wyniki pomiarów zebraª w tabeli:

Temperatura T/K 293 298 303 308 313
�rednia obj¦to±¢ V̄ /litr 1,196 1,207 1,243 1,274 1,293

Niepewno±ci kolejnych warto±ci V̄ byªy bardzo zbli»one i wynosiªy uV = 0, 010 litra. Przyjmij,
»e liczba moli n i ci±nienie p gazu znane s¡ wystarczaj¡co dokªadnie.
Przeprowad¹ test hipotezy: obj¦to±¢ gazu pod staªym ci±nieniem jest wprost proporcjonalna do

temperatury gazu w skali Kelvina. Jako dopuszczalne prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy
prawdziwej przyjmij warto±¢ α = 0, 05.

Rozwi¡zanie. Z tre±ci zadania i danych wynika, »e temperatur¦ T nale»y uzna¢ za wielko±¢
mierzon¡ (i kontrolowan¡) dokªadnie. Niepewno±±¢ wszystkich pomiarów V jest taka sama
i wynosi uV = 0, 01 litra. testujemy hipotez¦: Obj¦to±¢ V jest proporcjonalna do T :

V = aT.

Ocen¦ warto±ci staªej proporcjonalno±ci, â, musimy znale¹¢ za pomoc¡ metody najmniejszych
kwadratów, a nast¦pnie podstawi¢ otrzyman¡ warto±¢ â do wzoru na R i porówna¢ z warto±ci¡
krytyczn¡ odczytan¡ w tabeli umieszczonej nad tre±ciami zada«. W tabeli wyników pomiarów
mamy dane dla N = 5 punktów pomiarowych. Dane w tym zadaniu s¡ identyczne z danymi
Zadania 3 do Wykªadu 6, gdzie wyznaczyli±my staª¡ proporcjonalno±ci:

â =

5∑
i=1

ViTi

5∑
i=1

T 2
i

;

otrzymali±my â = 0,004101599 litr/K. Musimy teraz obliczy¢ warto±¢:

R =
5∑

i=1

(Vi − âTi)2

u2v
;
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otrzymujemy R = 4,6598. Metod¡ najmniejszych kwadratów znale¹li±my warto±¢ jednego
parametru, a wi¦c k = 1 i liczba stopni swobody równa, N − k, wynosi 4. W zwi¡zku
z tym porównujemy otrzyman¡ warto±¢ R = 4,6598 z odczytan¡ w tabeli warto±ci¡ krytyczn¡
dla α = 0, 05 i liczby stopni swobody N − k = 4 � jest to warto±¢ Rcrit = 9,49. Warto±¢
obliczona dla naszych danych jest mniejsza od warto±ci krytycznej odczytanej z tabeli, a wi¦c
nie mamy powodu odrzuca¢ testowanej hipotezy.
Odpowied¹: Na podstawie podanych wyników pomiarów nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy: obj¦to±¢ gazu pod staªym ci±nieniem jest wprost proporcjonalna do temperatury gazu

w skali Kelvina.

Zadanie 2. Studentka miaªa za zadanie wyznaczy¢ nieznany opór R pewnego opornika. Do
dyspozycji miaªa ukªad elektryczny, w którym mogªa zmienia¢ napi¦cie na oporniku oraz
amperomierz, którym dla ustalonego napi¦cia U mierzyªa nat¦»enie I pr¡du pªyn¡cego przez
opornik. Warto±¢ napi¦cia ustalana byªa z bardzo du»¡ dokªadno±ci¡ (przyjmij, »e niepewno±¢
warto±ci U jest pomijalnie maªa). Niepewno±¢ pomiaru nat¦»enia pr¡du nie byªa pomijalna
i wynosiªa u, zgodnie warto±ciami podanymi w tabeli. Zale»no±¢ mi¦dzy nat¦»eniem I i napi¦-
ciem opisuje wzór: U = RI. Otrzymane wyniki studentka zapisaªa w tabeli:

Numer pomiaru 1 2 3 4 5
I [mA] 0,48 1,24 2,14 2,35 2,91
U [mV] 1,12 2,31 4,15 4,95 5,81
u [mA] 0,05 0,10 0,10 0,15 0,20

Przeprowad¹ test hipotezy: nat¦»enie pr¡du pªyn¡cego w przewodniku jest wprost proporcjonalne

do przyªo»onego napi¦cia, a wspóªczynnik proporcjonalno±ci wynosi 0,5 W−1. Jako dopuszczalne
prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy prawdziwej przyjmij warto±¢ α = 0,01.

Rozwi¡zanie. Z opisu w tre±ci zadania wynika, »e U nale»y przyj¡¢ za zmienn¡ niezale»n¡ znan¡
dokªadnie. Niepewno±ci pomiarów I podane s¡ w tabeli. Mamy wi¦c przeprowadzi¢ test, czy
wyniki zgodne s¡ z zale»no±ci¡:

I = aU

z warto±ci¡ a= 0,5 W−1 oznaczaj¡c¡, »e opórR = 2 W. Tego typu testy mog¡ by¢ przeprowadzane
np. podczas badania jako±ci wyprodukowanych oporników. Mamy tu podan¡ warto±¢ wspóªczyn-
nika proporcjonalno±ci. Pozostaje wi¦c sprawdzenie, czy obliczona z tym wspóªczynnikiem
warto±¢ statystyki R jest wi¦ksza (odrzucamy hipotez¦), czy mniejsza (nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy) od odpowiedniej warto±ci krytycznej z tabeli nad tre±ci¡ zada«. Obliczamy:

R =
5∑

i=1

(Ii − 0, 5Ω−1Ui)
2

u2i

Otrzymujemy R = 4,400. Mamy N = 5 punktów pomiarowych i »adnego parametru
dopasowanego metod¡ najmniejszych kwadratów: k = 0. Tym samym liczba stopni swobody
wynosi 5 i otrzyman¡ warto±¢ R porównujemy z warto±ci¡ krytyczn¡ dla α = 0,01 i liczby
stopni swobody 5: Rcrit = 15,08. Warto±¢ krytyczna jest wi¦ksza od obliczonej dla danych
studentki.
Odpowied¹: Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy: nat¦»enie pr¡du pªyn¡cego w prze-

wodniku jest wprost proporcjonalne do przyªo»onego napi¦cia, a wspóªczynnik proporcjonalno±ci
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wynosi 0,5 W−1. Ta odpowied¹, oczywi±cie, dotyczy tylko opornika badanego w tym
do±wiadczeniu.

Zadanie 3. Student badaª przemian¦ izochoryczn¡ gazu. Podgrzewaª pewn¡ ilo±¢ tego gazu
w zamkni¦tym naczyniu i mierzyª ci±nienie p i temperatur¦ T w skali Kelwina i uzyskaª wyniki
podane w tabeli. Przyjmij, »e temperatura byªa mierzona z niepewno±ci¡ u = 0, 5 K, a ci±nienie
byªo mierzone dostatecznie dokªadnie.

Ci±nienie p (atmosfery) 1,0 1,4 1,6 2,0
Temperatura T/K 309,0 431,5 496,5 623,0

Przeprowad¹ test hipotezy: w staªej obj¦to±ci iloraz ci±nienia i temperatury gazu w skali Kelvina

jest wielko±ci¡ staª¡. Jako dopuszczalne prawdopodobie«stwo odrzucenia hipotezy prawdziwej
przyjmij warto±¢ α = 0,10.

Rozwi¡zanie Mamy N = 4 punkty pomiarowe (p, T ), przy czym o p zakªadamy, »e jest znane
dokªadnie, a wszystkie warto±ci T znane s¡ z t¡ sam¡ niepewno±ci¡ u(T ) = 0, 5 K. Testowana
hipoteza orzeka, »e iloraz warto±¢ ilorazu p/T nie zale»y od numeru punktu pomiarowego.
Testowanie hipotezy zaczynamy od wyznaczenia najlepszej warto±ci tego ilorazu. Warto±¢
t¦ znajdujemy metod¡ najmniejszych kwadratów. Najpierw jednak musimy obliczy¢ kolejne
warto±ci ilorazów i niepewno±ci tych warto±ci. Niepewno±¢ ka»dego z ilorazów obliczymy
stosuj¡c wzór na �propagacj¦ niepewno±ci�: u(p/T ) = pu(T )/T 2. Po podstawieniu danych, dla
kolejnych punktów pomiarowych otrzymujemy nast¦puj¡ce warto±ci p/T ± u(p/T ):

(3, 23625± 0, 00524) · 10−3 atm/K
(3, 24450± 0, 00376) · 10−3 atm/K
(3, 22256± 0, 00325) · 10−3 atm/K
(3, 21027± 0, 00258) · 10−3 atm/K

�rednia wa»ona ilorazu (p/T )w = 3, 22313 atm/K. T¦ warto±¢ podstawiamy do oblicze« warto±ci
R:

R =
4∑

i=1

((p/T )i − (p/T )w))2

u2(p/T )i
.

Otrzymujemy warto±¢ R = 63, 504. T¦ warto±¢ porównujemy z warto¡ krytyczn¡ Rcrit = 6, 25
odczytan¡ z tabeli dla 3 stopni swobody (bo 4 punkty pomiarowe i 1 parametr � ±rednia wa»ona
� wyznaczony metod¡ najmniejszych kwadratów) i warto±ci krytycznej α = 0, 10. Obliczona
warto±¢ jest znacznie wi¦ksza od warto±ci krytycznej odczytanej w tabeli.
Odpowied¹: Odrzuczamy hipotez¦: w staªej obj¦to±ci iloraz ci±nienia i temperatury gazu w

skali Kelvina jest wielko±ci¡ staª¡.

Uwaga 1: Zadanie zostaªo rozwi¡zane. Jednak obliczone warto±ci ilorazów p/T wydaj¡ si¦
bardzo bliskie siebie i obliczonej ich ±redniej wa»onej, a wi¦c nasza odpowied¹ � odrzucenie
hipotezy o staªo±ci ilorazu p/T � mo»e budzi¢ niepokój. Przyjrzyjmy si¦ danym. Hipotez¦
odrzucamy, bo obliczona dla danych zadania warto±¢ statystyki R jest �za du»a�. Tak du»a
warto±¢ mo»e wynika¢ z:

� Przyj¦cia zbyt maªych niepewno±ci u(T ) � je±li przyj¦te warto±ci wynikaªy z dokªadno±ci
odczytu na naszym termometrze, to znaczy, »e uznali±my bª¡d przypadkowy za pomijal-
nie maªy w porównaniu z dokªadno±ci¡ przyrz¡du (termometru). To zaªo»enie mo»na
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sprawdzi¢ powtarzaj¡c kilkakrotnie pomiary dla ustalonego ci±nienia i obliczaj¡c wkªad
bªedu przypadkowego do niepewno±ci pomiaru T .

� Zaªo»enia, »e ci±nienie p mierzone jest wystarczaj¡co dokªadnie. Fakt, »e nasz manomentr
stale pokazywaª (wy±wietlaª) t¦ sam¡ warto±¢ ci±nienia p podczas pomiaru temperatury
T nie oznacza, »e ci±nienie byªo dokªadnie równe wskazywanej warto±ci. Powinni±my
sprawdzi¢ (np. w instrukcji producenta przyrz¡du) jaka jest rzeczywista dokªadno±¢
pomiaru ci±nienia. Warto±ci podane w tabeli pozwalaj¡ na przypuszczenie, »e rzeczy-
wista dokªadno±¢ pomiaru ci±nienia mogªa wynosi¢ od 0,5 atm do 1 atm. Nawet dla
niepewno±ci pomiaru ci±nienia u(p) = 0, 5 atm okazaªoby si¦, »e to ci±nienie mierzone jest
mniej dokªadnie ni» temperatura i caª¡ analiz¦ nale»aªoby przeprowadzi¢ na nowo.

Je±li jednak staranna analiza dokumentacji przeprowadzonych pomiarów z uwzgl¦dnieniem
sprawdzenia dokªadno±ci przyrz¡dów i powtarzalno±ci wyników, potwierdzi zaªo»enia przyj¦te
w tre±ci zadania, to naszym wnioskiem jest odrzucenie testowanej hipotezy. Mo»e powinni±my
zaj¡¢ si¦ dalszymi badaniami ¹ródeª obserwowanej zmienno±ci?

Pozostaje jeszcze do przemy±lenia zasadno±¢ wyboru α = 0, 1. Argumenty, które
doprowadziªy do takiego wyboru te» powinny zosta¢ starannie przeanalizowane. Przyj¦cie zbyt
du»ej warto±ci α prowadzi do pochopnego odrzucania hipotez prawdziwych. Dla α = 0, 1,
±rednio raz na dziesi¦¢ przypadków testowania hipotezy prawdziwej b¦dziemy j¡ odrzucali. To
niepokoj¡co cz¦sto.

Uwaga 2: Przeprowadzona wy»ej analiza, w której badali±my staªo±¢ ilorazu p/T , odwoªywaªa
si¦ bezpo±rednio do dosªownego sformuªowania testowanej hipotezy. Je±li jendak iloraz p/T jest
staªy, to równowa»nym stwierdzeniem jest, oczywi±cie, tak»e stwierdzenie, »e iloraz T/p jest
staªy. Analogiczne analiza dla T/p jest rachunkowo prostsza, bo mamy podane niepewno±ci
u(T ), a jej wynik jest taki sam, jak analiza przeprowadzona dla p/T � warto±¢ obliczonej
statystyki R = 63, 78 i wniosek o odrzuceniu hipotezy nie zmienia si¦.
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