Wyktad 7 — odpowiedzi do zadan

1 Uwagi wstepne

Wyktad 7 poswiecony jest metodom testowania hipotez korzystajacym ze statystyk
podlegajacych rozkladowi x2. Omawiane w nim techniki dotyczyly testowania jako$ci
dopasowania funkcji do wynikoéw pomiaréw oraz testowania hipotez dotyczacych rozkladow
prawdopodobienstwa. Zadania dotycza jedynie pierwszego z tych zagadnieni i tylko takie
problemy pojawia si¢ w zestawie zadan sprawdzianu zaliczajacego wyktad. Testowanie rozktadow
prawdopodobienistwa jest zwykle znacznie bardziej pracochlonne od testowania jakosci
dopasowania funkcji do danych do$wiadczalnych. W przypadku poré6wnania z rozktadem ciagglym
przeprowadzenie testu wymaga wyznaczenia zbioru prawdopodobienstw p; za pomoca
catkowania. W przyktadowych zadaniach ilustrujacych material wyktadu ograniczymy sie wiec
do zagadnien zwigzanych z badaniem dopasowania funkcji do wynikéw pomiarow.

Testowanie jakosci dopasowania funckji jest zwykle ostatnim etapem analizy wynikow doswiad-
czen. Zaczynamy od zebrania dannych x; — y; w0 =1,..., N. Otrzymane wyniki
analizujemy jakoSciowo wykonujac wykresy z uzyciem réznych skal osi odcietych i rzednych —
tzn. wykreslamy wyniki np. w zmiennych (z,y), (z,Iny), (Inz,Iny) — w celu dostrzezenia
prawidtowosci. Nastepnie “odgadujemy” postac¢ funkcji opisujacej zaleznosé y od x, a potem
znajdujemy wartosci parametrow tej funkcji. Dopiero ostatnim krokiem jest statystyczny test
zgodnodci wybranej funkcji (z dopasowanymi parametrami) z zebranymi wynikami pomiarow.

Zadania konczace Wyktad 7 zostaly dobrane tak, zeby zilustrowaé rozne przypadki: a) gdy
test nie upowaznia do odrzucenia hipotezy — Zadania 1 i 2 lub b) pozwala hipoteze odrzuci¢
— Zadanie 3. W Zadaniu 1 sprawdzamy, czy obserwowang zalezno$¢ mozna opisa¢ za pomoca
proporcjonalnosci badanych wielkosci — najlepszg warto$¢ wspolczynnika znajdujemy metoda
najmniejszych kwadratéow. W Zadaniu 2 podana w tresci warto$¢ wspodlczynnika jest czeScig
testowanej hipotezy — taki charakter maja np.badania jakosci wyprodukowanych elmentow, gdy
sprawdzamy, czy ich parametry odpowiedaja podanym warto$ciom nominalnym.

Dane w ponizszych zadaniach zostaly wymyslone przez ich autoréw. Dyskusje otrzymanych
wynikow staraja sie jednak ilustrowaé rzeczywiste pytania, jakie pdczas analizy danych czesto
moga sie pojawiac.



2 Tresci i rozwigzania zadan

Dla utatwienia $ledzenia rozwigzan przypominamy tabele wartosci krytycznych statystyki R
obliczonych przy zalozeniu, ze podlega ona rozktadowi y2.

Tabela wartosci krytycznych y?

Liczba stopni swobody

Q@ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,01 | 9,21 | 11,35 | 13,28 | 15,08 | 16,81 | 18,47 | 20,09 | 21,67 | 23,21
0,05 1599 | 7,82 | 9,49 | 11,07 | 12,59 | 14,07 | 15,51 | 16,92 | 18,31
0,10 | 4,61 | 6,25 | 7,78 | 9,24 | 10,64 | 12,02 | 13,36 | 14,68 | 15,99
0,15 13,79 | 5,32 | 6,75 | 812 | 9,45 | 10,75 | 12,03 | 13,29 | 14,53

Zadanie 1. Roéwnanie stanu gazu doskonalego ma postac¢: pV = nRT, gdzie p oznacza
ci$nienie, V objetos¢, n liczbe moli gazu, T' temperature gazu w skali Kelvina, a R to uniwersalna
stata gazowa. Student badal zmiany objetosci V' dla n = 0,05 mola gazu od jego temperatury
T przy statym ci$nieniu p = 1015 hPa. Po ustaleniu temperatury 7', pomiar objetosci V'
powtarzal wielokrotnie i obliczal warto$¢ éredniag V. Wyniki pomiaréw zebrat w tabeli:

Temperatura T /K 293 298 303 308 313
Srednia objetos¢ V /litr | 1,196 | 1,207 | 1,243 | 1,274 | 1,293

Niepewnosci kolejnych wartosci V' byty bardzo zblizone i wynosity uy = 0,010 litra. Przyjmij,
ze liczba moli n i ci$nienie p gazu znane s wystarczajaco doktadnie.

Przeprowadz test hipotezy: objetos¢ gazu pod staltym cisnieniem jest wprost proporcjonalna do
temperatury gazu w skali Kelvina. Jako dopuszczalne prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy
prawdziwej przyjmij wartos¢ a = 0, 05.

Rozwigzanie. 7 tredci zadania i danych wynika, ze temperature 7' nalezy uznaé¢ za wielkos¢
mierzona (i kontrolowana) doktadnie. Niepewnoss¢ wszystkich pomiarow V jest taka sama
i wynosi uy = 0,01 litra. testujemy hipoteze: Objetos¢ V jest proporcjonalna do 7"

V =aT.

Ocene wartosci stalej proporcjonalnosci, a, musimy znalez¢é za pomoca metody najmniejszych
kwadratow, a nastepnie podstawi¢ otrzymang warto$¢ a do wzoru na ‘R i poréwnac z wartoscia
krytyczna odczytana w tabeli umieszczonej nad tresciami zadari. W tabeli wynikow pomiarow
mamy dane dla N = 5 punktéw pomiarowych. Dane w tym zadaniu sg identyczne z danymi
Zadania 3 do Wyktadu 6, gdzie wyznaczyliSmy stata proporcjonalnosci:

5 (V; — aT3)?
R = Z u2 )
i—1 v



otrzymujemy R = 4,6598. Metoda najmniejszych kwadratow znalezliSmy wartos¢ jednego
parametru, a wiec k = 1 i liczba stopni swobody réwna, N — k, wynosi 4. W zwigzku

z tym poréwnujemy otrzymang wartoS¢ R = 4,6598 z odczytang w tabeli wartoScig krytyczng
dla a = 0,05 i liczby stopni swobody N — k = 4 — jest to warto$¢ Re.;: = 9,49. Wartosé
obliczona dla naszych danych jest mniejsza od wartosci krytycznej odczytanej z tabeli, a wiec
nie mamy powodu odrzuca¢ testowanej hipotezy.

Odpowiedz: Na podstawie podanych wynikéw pomiaréw nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy: objetosé gazu pod statym cisnieniem jest wprost proporcjonalna do temperatury gazu
w skali Kelvina.

Zadanie 2. Studentka miala za zadanie wyznaczy¢ nieznany opér R pewnego opornika. Do
dyspozycji miata ukltad elektryczny, w ktorym mogla zmienia¢ napiecie na oporniku oraz
amperomierz, ktorym dla ustalonego napiecia U mierzylta natezenie I pradu pltynacego przez
opornik. Wartosé¢ napiecia ustalana byta z bardzo duza dokladnoscia (przyjmij, ze niepewnos¢
wartosci U jest pomijalnie mata). Niepewnos¢ pomiaru natezenia pradu nie byta pomijalna

i wynosita u, zgodnie wartosciami podanymi w tabeli. Zalezno$¢ miedzy natezeniem [ i napie-
ciem opisuje wzor: U = RI. Otrzymane wyniki studentka zapisata w tabeli:

Numer pomiaru | 1 2 3 4 5)
I [mA] 0,48 | 1,24 | 2,14 | 2,35 | 2,91
U [mV] 1,12 | 2,31 | 4,15 | 4,95 | 5,81
u [mA] 0,05 | 0,10 | 0,10 | 0,15 | 0,20

Przeprowadz test hipotezy: natezenie pradu ptyngcego w przewodniku jest wprost proporcjonalne
do przytozonego napiecia, a wspdtezynnik proporcjonalnosci wynosi 0,5 271, Jako dopuszczalne
prawdopodobienistwo odrzucenia hipotezy prawdziwej przyjmij warto$¢ a = 0,01.

Rozwigzanie. 7 opisu w tresci zadania wynika, ze U nalezy przyjac¢ za zmienng niezalezng znang
doktadnie. Niepewnosci pomiaréw [ podane sa w tabeli. Mamy wiec przeprowadzi¢ test, czy
wyniki zgodne sa z zaleznoScia:

I =aU

z warto$cig a — 0,5 Q71 oznaczajaca, ze opor R = 2 Q. Tego typu testy mogg by¢ przeprowadzane
np. podczas badania jakosci wyprodukowanych opornikow. Mamy tu podang wartos¢ wspotczyn-
nika proporcjonalno$ci. Pozostaje wiec sprawdzenie, czy obliczona z tym wspotczynnikiem
warto$¢ statystyki R jest wieksza (odrzucamy hipoteze), czy mniejsza (nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy) od odpowiedniej wartosci krytycznej z tabeli nad trescia zadan. Obliczamy:

5. (I; — 0,507 U;)?

Otrzymujemy R — 4,400. Mamy N = 5 punktéw pomiarowych i zadnego parametru
dopasowanego metoda najmniejszych kwadratow: k£ = 0. Tym samym liczba stopni swobody
wynosi 5 i otrzymang warto$¢ R poréwnujemy z wartoscia krytycznag dla o = 0,01 i liczby
stopni swobody 5: R+ = 15,08. Warto$¢ krytyczna jest wieksza od obliczonej dla danych
studentki.

Odpowiedz: Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy: natezenie produ plyngcego w prze-
wodniku jest wprost proporcjonalne do przytozonego napiecia, a wspotczynnik proporcjonalnoscs



wynosi 0,5 1. Ta odpowiedz, oczywiscie, dotyczy tylko opornika badanego w tym
do$wiadczeniu.

Zadanie 3. Student badal przemiane izochoryczna gazu. Podgrzewal pewna ilosé tego gazu
w zamknietym naczyniu i mierzyt ci$nienie p i temperature 7" w skali Kelwina i uzyskal wyniki
podane w tabeli. Przyjmij, ze temperatura byta mierzona z niepewnosciag u = 0,5 K, a ci$nienie
byto mierzone dostatecznie doktadnie.

Cisnienie p (atmosfery) | 1,0 1,4 1,6 2,0
Temperatura 7'/K 309,0 | 431,5 | 496,5 | 623,0

Przeprowadz test hipotezy: w statej objetosci iloraz cisnienia i temperatury gazu w skali Kelvina
jest wielkosciq statg. Jako dopuszczalne prawdopodobieistwo odrzucenia hipotezy prawdziwej
przyjmij wartos¢ a = 0,10.

Rozwigzanie Mamy N = 4 punkty pomiarowe (p,T'), przy czym o p zakladamy, ze jest znane
doktadnie, a wszystkie wartosci T' znane sa z ta sama niepewnoscia u(7) = 0,5 K. Testowana
hipoteza orzeka, ze iloraz warto$¢ ilorazu p/T nie zalezy od numeru punktu pomiarowego.
Testowanie hipotezy zaczynamy od wyznaczenia najlepszej wartosci tego ilorazu. Wartosé
te znajdujemy metoda najmniejszych kwadratow. Najpierw jednak musimy obliczy¢ kolejne
wartosci ilorazéw i niepewnos$ci tych wartosci. Niepewno$¢ kazdego z ilorazéw obliczymy
stosujac wzor na “propagacje niepewnosci™ u(p/T) = pu(T)/T?. Po podstawieniu danych, dla
kolejnych punktéw pomiarowych otrzymujemy nastepujace wartosci p/T + u(p/T):

(3,23625 + 0,00524) - 10~3 atm/K
(3,24450 +0,00376) - 1072 atm /K
(3,22256 £ 0,00325) - 1072 atm /K
(3,21027 4 0,00258) - 1072 atm /K

Srednia wazona ilorazu (p/T),, = 3,22313 atm /K. Te wartos¢ podstawiamy do obliczeri wartoéci

R:
4
Ry 0D D, )y
w?(p/T);
Otrzymujemy wartos¢ R = 63,504. Te warto$¢ poréwnujemy z wartog krytyczng R..;; = 6,25
odczytana z tabeli dla 3 stopni swobody (bo 4 punkty pomiarowe i 1 parametr — Srednia wazona
— wyznaczony metoda najmniejszych kwadratow) i wartosci krytycznej a = 0,10. Obliczona
wartos$¢ jest znacznie wieksza od wartosci krytycznej odczytanej w tabeli.
Odpowiedz: Odrzuczamy hipoteze: w statej objetosci iloraz cisnienia i temperatury gazu w
skali Kelvina jest wielkoscig statg.

Uwaga 1: Zadanie zostalo rozwiazane. Jednak obliczone wartosci ilorazow p/T wydaja sie
bardzo bliskie siebie i obliczonej ich $redniej wazonej, a wiec nasza odpowiedZ — odrzucenie
hipotezy o stalosci ilorazu p/T — moze budzi¢ niepokédj. Przyjrzyjmy sie danym. Hipoteze
odrzucamy, bo obliczona dla danych zadania warto$¢ statystyki R jest “za duza”. Tak duza
warto$¢ moze wynikaé z:

e Przyjecia zbyt malych niepewnosci u(7T') — jesli przyjete wartosci wynikaly z doktadnosci
odczytu na naszym termometrze, to znaczy, ze uznaliSmy btqd przypadkowy za pomijal-
nie maly w poréownaniu z dokladnoscia przyrzadu (termometru). To zalozenie mozna



sprawdzi¢ powtarzajac kilkakrotnie pomiary dla ustalonego ci$nienia i obliczajac wklad
btedu przypadkowego do niepewnosci pomiaru 7.

e Zalozenia, ze ci$nienie p mierzone jest wystarczajgeo doktadnie. Fakt, ze nasz manomentr
stale pokazywal (wydwietlal) te sama wartos$é¢ cisnienia p podczas pomiaru temperatury
T nie oznacza, ze ciS$nienie bylo doktadnie réwne wskazywanej wartosci. PowinniSmy
sprawdzi¢ (np. w instrukcji producenta przyrzadu) jaka jest rzeczywista doktadnosé
pomiaru ciSnienia. Wartosci podane w tabeli pozwalaja na przypuszczenie, ze rzeczy-
wista doktadnos¢ pomiaru ci$nienia mogta wynosi¢ od 0,5 atm do 1 atm. Nawet dla
niepewnosci pomiaru ci$nienia u(p) = 0,5 atm okazaltoby sie, ze to ciSnienie mierzone jest
mmniej doktadnie niz temperatura i caly analize nalezatoby przeprowadzi¢ na nowo.

Jesli jednak staranna analiza dokumentacji przeprowadzonych pomiaréw z uwzglednieniem
sprawdzenia doktadnosci przyrzadow i powtarzalno$ci wynikow, potwierdzi zatozenia przyjete
w tresci zadania, to naszym wnioskiem jest odrzucenie testowanej hipotezy. Moze powinni$my
zajacé sie dalszymi badaniami zrédel obserwowanej zmiennosci?

Pozostaje jeszcze do przemyslenia zasadnosé wyboru o = 0, 1. Argumenty, ktore
doprowadzily do takiego wyboru tez powinny zosta¢ starannie przeanalizowane. Przyjecie zbyt
duzej wartosci o prowadzi do pochopnego odrzucania hipotez prawdziwych. Dla a = 0,1,
Srednio raz na dziesie¢ przypadkow testowania hipotezy prawdziwej bedziemy ja odrzucali. To
niepokojaco czesto.

Uwaga 2: Przeprowadzona wyzej analiza, w ktorej badalismy statosc¢ ilorazu p/T, odwolywala
sie bezposrednio do dostownego sformutowania testowanej hipotezy. Jesli jendak iloraz p/T jest
staly, to rownowaznym stwierdzeniem jest, oczywiscie, takze stwierdzenie, ze iloraz T'/p jest
staly. Analogiczne analiza dla T'/p jest rachunkowo prostsza, bo mamy podane niepewnosci
uw(T), a jej wynik jest taki sam, jak analiza przeprowadzona dla p/T — warto$¢ obliczonej
statystyki R = 63,78 i wniosek o odrzuceniu hipotezy nie zmienia sie.



