
Wykªad 6 � odpowiedzi do zada«

Zadanie 1. Neutron jest niestabiln¡ cz¡stk¡ elementarn¡, która po pewnym czasie ulega roz-
padowi na proton, elektron i antyneutrino elektronowe. Wykonano 3 niezale»ne do±wiadczenia,
w których mierzono czas »ycia neutronu i otrzymano nast¦puj¡ce wyniki: (883 ± 30) s,
(888 ± 3) s, (894 ± 5) s. Podaj najlepsz¡ ocen¦ czasu »ycia neutronu i niepewno±¢ tej oceny.

Rozwi¡zanie. Na podstawie trzech ró»nych wyników pomiarów tej samej wielko±ci wyznaczamy
najlepsz¡ ocen¦ jej warto±ci. Nasze dane, to: zmierzone czasy »ycia: τ1 = 883 s, τ2 = 888 s,
τ3 = 894 s i ich niepewno±ci: u1 = 30 s, u2 = 3 s, u3 = 5 s. Obliczamy ±redni¡ wa»on¡ i jej
niepewno±¢ � we wzorach poni»ej podstawiam bezpo±rednio liczb¦ danych N = 3:

τw =

3∑
i=1

τi/u
2
i

3∑
i=1

1/u2i

.

Po podstawieniu danych otrzymujemy τw = 889, 5401 s. Mianownik wyra»enia jest równy
1/u2int. Otrzymujemy uint = 2, 5631 s. Potrzebujemy jeszcze obliczy¢ uext:

u2ext =

3∑
i=1

(τi − τw)2/u2i

3− 1
u2int.

Otrzymujemy uext = 1, 9066 s < uint.

Wybieramy wi¦ksz¡ z niepewno±ci i po poprawnym zaokr¡gleniu podajemy ostateczn¡ odpowied¹
τ = (889, 5± 2, 6) s.

Zadanie 2. Podczas zaj¦¢ pracowni �zycznej trzej studenci A, B i C wyznaczali g¦sto±¢ trzech
próbek metalu (ka»dy z nich badaª jedn¡ próbk¦) dostarczonych przez asystenta. O asystencie
wiadomo, »e dysponuje tylko dwoma typami próbek i s¡ to próbki »elaza i chromu. W tabelach
mo»na znale¹¢, »e g¦sto±¢ »elaza wynosi 7,874 g/cm3, a chromu 7,140 g/cm3. Studenci otrzy-
mali nast¦puj¡ce rezultaty: ρA = (7,095 ± 0,150) g/cm3, ρB = (8,006 ± 0,150) g/cm3

i ρC = (7,070 ± 0,081) g/cm3. Poniewa» przynajmniej dwóch studentów badaªo ten sam metal,
znajd¹ najlepsz¡ ocen¦ g¦sto±ci tego metalu i jej niepewno±¢, wynikaj¡ce z pomiarów wyko-
nanych przez studentów.

Rozwi¡zanie. Jak w poprzednim zadaniu mamy trzy ró»ne wyniki pomiarów, o których wiemy,
»e co najmniej dwa dotycz¡ tej samej wielko±ci � g¦sto±ci jednego z metali. Do podj¦cia decyzji,
które wyniki dotycz¡ tego samego metalu posªu»ymy si¦ testem �3σ�:
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|ρA − ρB|√
u2A + u2B

= 4, 29... > 3,

a wi¦c przyjmujemy, »e próbki A i B nie byªy z tego samego metalu. Poniewa» ρC < ρA wi¦c tym
bardziej nie mo»e to by¢ ten sam metal, co B. Dla pewno±ci sprawd¹my zgodno±¢ warto±ci A i C:

|ρA − ρC |√
u2A + u2C

= 0, 146.. < 3.

Warto±ci g¦sto±ci ρA i ρB s¡ zgodne i na ich podstawie mo»emy wyznaczy¢ ocen¦ g¦sto±ci lepsz¡
ni» ka»da z nich oddzielnie. Obliczamy ±redni¡ wa»on¡ ρA i ρC i jej niepewno±¢:

ρw = 7, 07564 g/cm3, uint = 0, 07127 g/cm3 i uext = 0, 010452.. g/cm3.

Po poprawnym zaokr¡gleniu wyników podajemy ostateczn¡ odpowied¹:
ρw = (7, 076± 0, 071) g/cm3.

Do rozwi¡zania tego zadani podane tablicowe warto±ci g¦sto±ci nie s¡ potrzebne. Przed oblicze-
niem ±redniej wa»onej porównujemy zgodno±¢ wyników mi¦dzy sob¡, a nie zgodno±¢ z danymi
tablicowymi.

Zadanie 3. Równanie stanu gazu doskonaªego ma posta¢: pV = nRT , gdzie p oznacza
ci±nienie, V obj¦to±¢, n liczb¦ moli gazu, T temperatur¦ gazu w skali Kelvina, aR to uniwersalna
staªa gazowa. Student badaª zmiany obj¦to±ci V dla n = 0, 05 mola gazu od jego temperatury
T przy staªym ci±nieniu p = 1015 hPa. Po ustaleniu temperatury T , pomiar obj¦to±ci V
powtarzaª wielokrotnie i obliczaª warto±¢ ±redni¡ V̄ . Wyniki pomiarów zebraª w tabeli:

Temperatura T/K 293 298 303 308 313
�rednia obj¦to±¢ V̄ /litr 1,196 1,207 1,243 1,274 1,293

Niepewno±ci kolejnych warto±ci V̄ byªy bardzo zbli»one i wynosiªy uV = 0, 010 litra. Przyjmij,
»e liczba moli n i ci±nienie p gazu znane s¡ wystarczaj¡co dokªadnie. Wyznacz ocen¦ warto±ci
staªej gazowej i niepewno±¢ tej oceny.

Rozwi¡zanie. Z tre±ci zadania i danych wynika, »e temperatur¦ T nale»y uzna¢ za wielko±¢
mierzon¡ (i kontrolowan¡) dokªadnie � tzn. mierzon¡ dokªadniej ni» obj¦to±¢ V gazu. Za
zmienn¡ niezale»n¡ uznajemy wi¦c T , a V za zmienn¡ zale»n¡. Niepewno±±¢ wszystkich
pomiarów V jest taka sama i wynosi uV = 0, 01 litra. Obj¦to±¢ V jest wi¦c proporcjonalna
do T :

V =
nR

p
T.

Nale»y teraz wyznaczy¢ wspóªczynnik proporcjonalno±ci a = nR/p i jego niepewno±¢,
a nast¦pnie, znaj¡c dokªadne warto±ci n i p wyznaczy¢ R. Ta sama niepewno±¢ w sumach
licznika i mianownika ulega skróceniu, mamy wi¦c ocen¦:

2



â =

5∑
i=1

ViTi

5∑
i=1

T 2
i

.

Otrzymujemy â = 0, 004101599 litr/K. Niepewno±¢ â równa jest:

u2(â) =
u2V

5∑
i=1

T 2
i .

Otrzymujemy u(â) = 1, 475551 · 10−5 litr/K. Pozostaje podstawienie â do wzoru
R̂ = â · p/n = 0, 004101599 · 1, 015 · 105/0, 05 = 8, 326246 litr·Pa/mol= 8, 3262246 J/mol.
Pozostaje wyznaczenie u(R̂) = p · u(â)/n = 0, 02995.. J/(mol·K) � skorzystali±my z prawa
propagacji niepewno±ci.

Po poprawnym zaokr¡gleniu otrzymujemy ostateczn¡ odpowied¹: R = (8, 326±0, 030) J/(mol·K).

Zadanie 4. Studentka miaªa za zadanie wyznaczy¢ nieznany opór R pewnego opornika. Do
dyspozycji miaªa ukªad elektryczny, w którym mogªa zmienia¢ napi¦cie na oporniku oraz
amperomierz, którym dla ustalonego napi¦cia U mierzyªa nat¦»enie I pr¡du pªyn¡cego przez
opornik. Warto±¢ napi¦cia ustalana byªa z bardzo du»¡ dokªadno±ci¡ (przyjmij, »e niepewno±¢
warto±ci U jest pomijalnie maªa). Niepewno±¢ pomiaru nat¦»enia pr¡du nie byªa pomijalna
i wynosiªa u, zgodnie warto±ciami podanymi w tabeli. Zale»no±¢ mi¦dzy nat¦»eniem I i napi¦-
ciem opisuje wzór: U = RI. Otrzymane wyniki studentka zapisaªa w tabeli:

Numer pomiaru 1 2 3 4 5
I [mA] 0,48 1,24 2,14 2,35 2,91
U [mV] 1,12 2,31 4,15 4,95 5,81
u [mA] 0,05 0,10 0,10 0,15 0,20

Wyznacz ocen¦ warto±ci oporu R oraz niepewno±¢ tej oceny.

Rozwi¡zanie. Z opisu w tre±ci zadania wynika, »e U nale»y przyj¡¢ za zmienn¡ niezale»n¡ znana
dokªadnie, a I za zmienn¡ zale»n¡ mierzon¡ z podanymi niepewno±ciami. Mamy wi¦c:

I = U/R.

Wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci jest a = 1/R. Zadanie staje si¦ bardzo podobne do
poprzedniego, z t¡ ró»nic¡, »e dla ró»nych punktów pomiarowych niepewno±¢ pomiaru I jest
ró»na, co komplikuje nieco obliczenia. Mamy (ui oznacza niepewno±¢ pomiaru Ii):

â =

5∑
i=1

IiUi/u
2
i

5∑
i=1

U2
i /u

2
i

oraz
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u2(â) =
1

5∑
i=1

U2
i /u

2
i

.

Otrzymujemy â = 0, 4965881 A/V i u(â) = 0, 01460123 A/V. Na tej podstawie wyznaczamy
R̂ = 2, 013742 V/A i u(R̂) = u(â)/â2 = 0, 0, 05921 V/A.

Po poprawnym zaokr¡gleniu otrzymujemy ostateczn¡ odpowied¹: R = 2, 014± 0, 059 V/A.

Zadanie 5. Student badaª przemian¦ izochoryczn¡ gazu. Podgrzewaª pewn¡ ilo±¢ tego gazu
w zamkni¦tym naczyniu i mierzyª ci±nienie p i temperatur¦ t w skali Celsjusza i uzyskaª wyniki
podane w tabeli. Zakªadaj¡c, »e w warunkach do±wiadczenia gaz zachowuje si¦ jak gaz
doskonaªy, tzn. speªnia ròwnanie:

pV

T
= const,

gdzie p jest jego ci±nieniem, V obj¦to±ci¡, a T temperatur¡ w skali bezwzgl¦dnej, wyznacz
ocen¦ temperatury zera bezwzgl¦dnego w skali Celsjusza i niepewno±¢ tej oceny. Zastosuj
metod¦ najmniejszych kwadratów. Przyjmij, »e temperatura byªa mierzona z niepewno±ci¡
u = 2°C, a ci±nienie byªo mierzone dostatecznie dokªadnie.

Ci±nienie p (atmosfery) 1,0 1,4 1,6 2,0
Temperatura t (�) 36 158 223 350

Rozwi¡zanie. Podany w tre±ci zadania opis pomiarów wskazuje, »e za zmienn¡ niezale»n¡
powinni±my przyj¡¢ ci±nienie p, a zmienna zale»na to temperatura t. Niepewno±ci pomiaru
kolejnych warto±ci t s¡ takie same i wynosz¡ u = 2 �. W opisie przemiany wyst¦puje temper-
atura bezwzgl¦dna T , a pomiary temperatury byªy wykonane przyrz¡dem podaj¡cym warto±ci
w skali Celsjusza i w tej skali podane s¡ warto±ci ti w tabeli. Wiemy, »e mi¦dzy ubydwoma
skalami zachodzi zwi¡zek:

T = t+ t0,

gdzie t0 oznacza warto±¢ temperatury bezwzgl¦dnej odpowiadaj¡cej temperaturze 0 �. Tym
samym temperatura zera bezwzglednego T0 = 0 = t+ t0 odpowiada w skali Celsjusza t = −t0.
Podstawmy zwi¡¡zek mi¦dzy skalami temperatur do ròwnania przemiany izochorycznej dla
�const� przyjmujemy oznaczenie A):

pV

T
=

pV

t+ t0
= A⇒ t =

pV

A
− t0.

Podczas przemiany izochorycznej obj¦to±¢ V pozostaje staªa, a wi¦c otrzyman¡ zale»no±¢
mo»emy zapisa¢ jako:

t = ap+ b,

gdzie a = V/A oraz b = −t0. Z tre±ci zadania wynika, »e p nale»y przyj¡¢ za zmienn¡
niezale»n¡, a t za zmienn¡ zale»n¡, przy czym niepewno±¢ ka»dej z podanych warto±ci t wynosi
u = 2 �. Jak wida¢, warto±¢ b jest poszukiwan¡ temperatur¡ zera bezwzgl¦dnego w skali
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Celsjusza. Pozostaje zastosowanie metody najmniejszych kwadratów do wyznaczenia parametru
b na podstawie danych zadania umieszczonych w tabeli. Wszystkie niepewno±ci pomiarów t s¡
jednakowe, a wi¦c ta wielko±¢ ulega skróceniu we wzorach na b (poni»ej wzory uwzgl¦dniaj¡ce
to uproszczenie):

D = N
N∑
i=1

p2i −
(

N∑
i=1

pi

)2

b̂ =
1

D

 N∑
i=1

p2i

N∑
j=1

tj −
N∑
i=1

pi
N∑
j=1

ptyj

 .
Po podstawieniu danych z tabeli i N = 4 otrzymujemy: b̂ = −279, 885 �. Obliczmy u(b̂). Ko-
rzystamy ze wzorów wyprowadzonych podczas Wykªadu 6. Po uwzgl¦dnieniu równo±ci wszyst-
kich niepewno±ci ti wzór na u(b̂) upraszcza si¦ do postaci:

u2(b̂) =
u2

D

N∑
i=1

x2i .

Otrzymujemy u(b̂) = 4, 27875 �.

Po poprawnym zaokr¡gleniu wynikòw otrzymujemy odpowied¹ ko«cow¡ b = (−279, 9±4, 3) �.

Uwaga: Oczywi±cie wiemy �ze szkoªy� ile wynosi temperatura zera bezwzg¦dnego w skali
Celsjusza (-273,15 �). Warto±¢ ta zostaªa wyznaczona na podstawie pomiarów podobnych do
opisanych w tre±ci tego zadania i wªa±nie wyznaczenie tej warto±ci na podstawie wyników
pomiarów jest przedmiotem tego zadania. Otrzymana warto±¢ le»y daleko poza badanym ob-
szarem temperatur � warto zauwa»y¢, »e otrzymany wynik jest tym dokªadniejszy, im wi¦kszy
przedziaª temperatur obejmuj¡ pomiary (zakªadaj¡c t¦ sam¡ dokªadno±¢ pomiarów w caªym
badanym obszarze).

Zadanie 6. Studentka przeprowadziªa pomiar ciepªa c parowania wody zde�niowanego zwi¡zkiem
Q = cm, gdzie Q jest ilo±ci¡ energii, jak¡ nale»y dostarczy¢ masie m wody, »eby zamieni¢ j¡
w par¦. Ustawiªa na wadze otwarty termos z pewn¡ ilo±ci¡ wody i zanurzon¡ w wodzie grzaªk¡
o mocy P = 600 W. Po wª¡czeniu grzaªki odczekaªa a» woda zacznie wrze¢ i rozpocz¦ªa
pomiary masy m ukªadu rejestruj¡c wskazania wagi w równych odst¦pach czasu. Wyniki
zestawiªa w tabeli:

Czas t (minuty) 0 5 10 15 20
Wskazania wagi m (gramy) 1000 910 800 770 720

Przyjmij, »e czas mierzony byª wystarczaj¡co dokªadnie, tak»e moc grzaªki znana jest wystar-
czaj¡co dokªadnie i pozostawaªa staªa podczas caªego pomiaru. Wyznacz ciepªo parowania
wody c i niepewno±¢ uzyskanej oceny.

Rozwi¡zanie. Ilo±¢ ciepªa Q pobranego podczas zamiany wody w par¦ jest proporcjonalna do
masy m powstaªej pary. Jednocze±nie jest ona równa energii dostarczonej przez grzaªk¦ o mocy
P dziaªaj¡c¡ w czasie t: Q = Pt. Zgodnie z tre±ci¡ zadania przyjmujemy, »e moc grzaªki
P = 600 W znana jest dokªadnie oraz, »e czas t jest mierzony dokªadnie (dokªadniej ni» masa)
i dlatego przyjmiemy czas t za zmienn¡ niezale»n¡. W tabeli podane s¡ wyniki pomiaru masy
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w kolejnych chwilach czasu, ale nie mamy okre±lonych niepewno±ci pomiarów masy. Warunki
wykonywania pomiarów � ta sama waga i niewielki zakres warto±ci mierzonych mas � wskazuj¡,
»e ka»da warto±¢ masy byªa zmierzona z tak¡ sam¡ niepewno±ci¡. Niepewno±¢ t¦ ocenimy na
podstawie rozrzutu punktów pomiarowych w stosunku do dopasowanej prostej. Mierzona masa
m zawiera zarówno mas¦ wody, która w chwili pomiaru jest w termosie jak i mas¦ termosu.
Wskazuje to, »e nale»y przyj¡¢, »e:

m = M0 −
Q

c
= M0 −

P

c
t,

gdzieM0 oznacza pocz¡tkow¡ mas¦ termosu i wody w chwili, gdy woda zacz¦ªa wrze¢, a Q/c jest
mas¡ wody zamienionej w par¦. Posªuguj¡c si¦ metod¡ najmniejszych kwadratów znajdziemy
parametry prostej: m = M0 + at, gdzie a = −P/c. Po zwyznaczeniu warto±ci parametru a
i jej niepewno±ci b¦dziemy mogli wyznaczy¢ poszukiwan¡ warto±¢ c = P/a i jej niepewno±¢.
Odpowiednie wzory zostaªy omówione w ramach Wykªadu 6 jako przypadek, gdy nie znamy
niepewno±ci zmiennej niezale»nej, ale mo»emy zaªo»y¢, »e dla wszystkich punktów pomiarowych
niepewno±¢ wyniku pomiaru jest taka sama. Interesuje nas warto±¢ wspóªczynnika a, ale do
obliczenia niepewno±ci b¦dziemy tak»e potrzebowali warto±ci M̂0:

D = N
N∑
i=1

t2i −
(

N∑
i=1

ti

)2

â =
1

D

N N∑
i=1

timi −
N∑
i=1

ti
N∑
j=1

mj


M̂0 =

1

D

 N∑
i=1

t2i

N∑
j=1

mj −
N∑
i=1

ti
N∑
j=1

mjtj

 .
Po podstawieniu N = 5 oraz ti i mi z tabeli otrzymujemy: â = −14, 00 g/min = 0, 2333.. g/s,
M̂0 = 980, 0 g. Do oszacowania niepewno±ci â potrzebna jest ocena u � niepewno±ci pomiaru
masy:

u2 =

N∑
i=1

(
mi − âti − M̂0

)2
N − 2

.

Po wykonaniu oblicze« otrzymujemy u = 28, 2843 g, co daje niepewno±¢ â równ¡:

u2(â) =
Nu2

D

Otrzymujemy u(â) = 1, 78885 g/min = 0, 029814 g/s. Wyznaczamy ĉ = −P/a = 2571, 43 J/g
i niepewno±¢ u(ĉ) = u(â)P/â2 = 328, 56 J/g.

Po poprawnych zaokr¡gleniach otrzymujemy odpowied¹: c = (2, 57± 0, 33) kJ/g.
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