
Wykªad 5 � odpowiedzi do zada«

Zadanie 1.

Podczas przepªywu pr¡du o nat¦»eniu I przez grzaªk¦ o oporze R, w czasie t, wydzielane jest
ciepªo Q = I2Rt. Wyznacz ocen¦ ilo±ci wydzielonego ciepªa Q i niepewno±¢ tej oceny, je±li
R = (30, 0± 0, 2) W, I = (10, 0± 0, 1) A oraz t = (50± 5) s.

Rozwi¡zanie. W tre±ci zadania podany jest wzòr pozwalaj¡cy wyznaczy¢ szukan¡ wielko±¢
Q oraz wszystkie dane pomiarowe z niepewno±ciami. Rozwi¡zanie polega wi¦c jedynie na
poprawnym pdstawieniu danych do wzoròw: na Q i niepewno±¢ u(Q).

Q = I2Rt = 102 · 30 · 50 J = 150 kJ. Mamy tak»e:

u2(Q) = (2IRtu(I))2 + (I2tu(R))2 + (I2Ru(t))2.

Po podstawieniu danych otrzymujemy u(Q) = 15,33 kJ ≈ 15 kJ.

Odpowied¹: Q = (150 ± 15) kJ.

Zadanie 2.

Korzystaj¡c ze wzoru Snella:

n =
sinα

sin β
,

student miaª wyznaczy¢ wspòªczynnik zaªamania n pewnego gatunku szkªa. Wyniki jego
pomiaròw to, k¡t padania α = 31°±1°oraz k¡t zaªamania β = 20°±1°. Wyznacz ocen¦ warto±¢
wspòªczynnika zaªamania n i niepewno±¢ tej oceny.

Rozwi¡zanie.
Podstawiamy warto±ci k¡tòw do wzoru Snella i otrzymujemy n = 0,515038..

0,342020..
≈ 1, 50587.

Do wyznaczenia niepewno±ci u(n) stosujemy wzòr na propagacj¦ maªych niepewno±ci:

u2(n) =

(
∂n

∂α
u(α)

)2

+

(
∂n

∂β
u(β)

)2

=

(
cosα

sin β
u(α)

)2

+

(
− sinα cos β

sin2 β
u(β)

)2

.

Obliczaj¡c pochodne korzystali±my z faktu, »e, gdy k¡t α mierzony jest w mierze ªukowej (tzn.
w radianach � jedynej naturalnej mierze k¡ta), to pochodn¡ sinα jest funkcja cosα itd. Oz-
nacza to, »e warto±ci niepewno±ci u(α) i u(β) musimy wyrazi¢ w radianach: 1°= π

180
≈ 0, 017453

radiana. Po tej zamianie jednostki podstawiamy warto±¢ u(α) = u(β) = 0, 017453 rad do wzoru
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na u(n) i otrzymujemy: u(n) ≈ 0, 084425. Po poprawnym zaokr¡gleniu wyniku otrzymujemy:

Odpowied¹: n = 1, 506± 0, 084.

Zadanie 3.

Dysponuj¡c ròwni¡ pochyª¡ o zmiennym k¡cie nachylenia z naklejonym na ni¡ papierem,
monet¡ 5 zª oraz k¡tomierzem o podziaªce co 0,5°, studentka wyznaczaªa wspòªczynnik µ tarcia
statycznego monety o papier. Zwi¦kszaj¡c powoli k¡t nachylenia ròwni, na ktòrej spoczywaªa
moneta, studentka rejestrowaªa warto±¢ k¡ta granicznego, przy ktòrym moneta zaczynaªa si¦
ze±lizgiwa¢ z ròwni. Powtarzaj¡c pi¦ciokrotnie pomiar otrzymaªa nast¦puj¡c¡ seri¦ warto±ci
k¡ta granicznego: 14,5°, 14,5°, 14,0°, 14,0°oraz 15,0°. Wspòªczynnik tarcia statycznego
µ = tg α, gdzie α jest k¡tem granicznym. Wyznacz najlepsz¡ ocen¦ warto±ci wspòªczynnika µ
oraz niepewno±¢ tej oceny.

Rozwi¡zanie.
Najlepsz¡ ocen¡ k¡ta granicznego, kiedy moneta zaczyna zsuwa¢ si¦ z ròwni, jest ±rednia aryt-
metyczna wszystkich pomiaròw:

ᾱ =
1

N

N∑
i=1

αi =
1

5
(14, 5 + 14, 5 + 14, 0 + 14, 0 + 15, 5) = 14, 5,

wszystkie liczby oznaczaj¡ k¡ty w stopniach.

Niepewno±¢ tak obliczonej ±redniej wynosi:

u2(ᾱ) =
1

4 · 5
(0, 25 + 0, 25 + 1.0) + 0, 25/3 = 0, 15833,

wszystkie wyniki w 1°2.

Ostatecznie u(α̂) = 0, 397911°≈ 0, 40°.
Wspòªczynnik tarcia µ̂= tg ᾱ = 0, 258618, a jego niepewno±¢:

u2(µ̂) =

(
∂µ

∂α
u(ᾱ)

)2

.

Pochodna funkcji tg α wzgl¦dem α wynosi 1/ cos2 α � pami¦tamy o mierze ªukowej �
u(ᾱ) = 0, 0069449 rad � otrzymujemy u(µ̂) = 0, 0, 007409 ≈ 0, 0074.

Odpowied¹: µ = 0, 2586± 0, 0074.

Zadanie 4.

Do wykonania do±wiadczenia chemicznego potrzebna jest obj¦to±¢ V = 500 cm3 wody
destylowanej. Student dysponuje szklan¡, walcow¡ menzurk¡ o wewn¦trznej ±rednicy
D = (8, 0± 0.1) cm i wysoko±ci H = 15 cm oraz elektroniczn¡ wag¡ kuchenn¡ podaj¡c¡ mas¦
z dokªadno±ci¡ ∆ = 5 g. W tablicach student odczytaª g¦sto±¢ ρ = 0, 99821 g/cm3 wody
destylowanej w temperaturze 20� (taka temperatura panowaªa w laboratorium). Wysoko±¢
sªupa wody w menzurce student mierzy linijk¡ o podziaªce δ = 0, 1 cm. Ktòr¡ z dwòch metod
powinien wybra¢, aby jak najdokªadniej odmierzy¢ potrzebn¡ ilo±¢ wody destylowanej:

� Czy powinien odmierzy¢ odpowiedni¡ wysoko±¢ sªupa wody w menzurce?
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� Czy powinien postawi¢ pust¡ menzurk¦ na wadze, a nast¦pnie ostro»nie wlewa¢ do niej
wod¦, a» odczyta odpowiedni¡ rò»nic¦ mas?

Odpowied¹ nale»y poprze¢ odpowienimi obliczeniami.

Rozwi¡zanie.
Decyzj¦ dotycz¡c¡ metody nle»y podj¡¢ po wyznaczeniu niepewno±ci, z jak¡ zostanie
odmierzona potrzebna ilo±¢ wody ka»d¡ z metod. Pojemno±¢ wn¦trza walca
o wymiarach o ±rednicy wewn¦trznej D i wysoko±ci h (wod¦ nalewamy do wysoko±ci h < H)
wynosi:

V = π
D2h

4

Niepewno±¢ u1 tak wyznaczanej pojemno±ci wynosi:

u21 =

(
2πDhu(D)

4

)2

+

(
πD2u(h)

4

)2

,

gdzie u(D) = 0, 1 cm, u(h) = 0, 1/
√

3 cm, jak podano w tre±ci zadania (pami¦tamy, »e
za niepewno±¢ pomiaru przyrz¡dem o rozdzielczo±ci δ przyjmujemy δ/

√
3). Do wykonania

obliczenia niepewno±ci u1 potrzebujemy oszacowa¢ warto±¢ wysoko±ci h, do jakiej nale»y nala¢
wody do menzurki: h = 4V/(πD2) = 9, 94718.. cm. Po podstawieniu danych otrzymujemy:
u1 ≈ 12, 83 cm3 (je±li przyjmiemy u(h) = δ, co jest dopuszczalne, to u1 ≈ 13, 47 cm3). W przy-
padku u»ycia wagi nale»y odmierzy¢ mas¦ m = V/ρ = 500/0, 99821 g = 500, 897 g ≈ 501 g.
Powinni±my jeszcze zastanowi¢ si¦ jak taki pomiar b¦dzie przeprowadzany. Je±li waga posiada
funkcj¦ tarowania (wiele wag elektronicznych tak¡ funkcj¦ posiada), to wòwczas odczytujemy
bezpo±rednio mas¦ dodan¡ po �wytarowaniu� wagi i mo»emy przyj¡¢ u2 = ∆/(ρ

√
3)

= 2, 8919 cm3 lub, gdy przyjmiemy u(m) = ∆, u2 = ∆/ρ = 5, 00897 cm3. Je±li pomiar wykonu-
jemy poprzez dwukrotne wa»enie: pustej menzurki i nast¦pnie wypeªnionej wod¡, to nasz wynik
pomiaru masy b¦dzie rò»nic¡ obu wynikòw mwoda = mmenzurka+woda −mmenzurka, wi¦c
u(mwoda) =

√
2∆/
√

3 (lub u(mwoda) =
√

2∆, gdy uznamy rozdzielczo±¢ wagi za niepewno±¢
wykonanych za jej pomoc¡ pomiaròw. Odpowiednio przeliczona niepewno±¢ u2 = 4, 0898 cm3

i 7, 08375 cm3, gdy uto»samiamy niepewno±¢ pomiaru masy z rozdzielczo±ci¡ pomiaru masy.

Odpowied¹: u»ycie wagi jest metod¡ dokªadniejsz¡ i t¡ metod¡ powinien posªu»y¢ si¦ stu-
dent. Podaj¡c niepewno±¢ student oczywi±cie odpowiednio zaokr¡gli otrzyman¡ jej ocen¦ do
nie wi¦cej ni» 2 cyfr znacz¡cych.

Uwaga: Podane rozwi¡zanie wydaje si¦ niejednoznaczne. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e wykonu-
j¡c pomiary mamy obowi¡zek dokªadnie zapozna¢ si¦ z �dziaªaniem� przyrz¡dòw pomiarowych
(czy waga ma funkcj¦ tarowania, czy nie, i czy tej funkcji u»ywamy). W przypadku, gdy
mamy do czynienia z przyrz¡dem analogowym (menzurka, waga kuchenna �ze wskazòwk¡�,
mo»emy uto»sami¢ najmniejsz¡ dziaªk¦ jej podziaªki z niepewno±ci¡ wskaza«). Nasza decyzja
w znacznym stopniu zale»y od oceny dokªadno±ci naniesienia skali � gdy podziaªka analogowa
wykonana jest bardzo starannie, to dopuszcalne jest nawet �interpolowanie� odczytu �pomi¦dzy�
kreskami podziaªki z dokªadno±ci¡ do ok. 0,2 - 0,5 najmniejszej dziaªki

Poprawne rozwi¡zanie zadania tego typu powinno zawiera¢ informacje o sposobie interpre-
towania danych � t¦ rol¦ speªniaj¡ w rozwi¡zaniu uwagi o przyj¦tym zwi¡zku niepewno±ci
z rozdzielczo±ci¡ przyrz¡du oraz uwagi o funkcji tarowania wagi. Dopiero z takimi obja±nieniami
mo»na oceni¢ poprawno±¢ oblicze«.
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